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PREFACE 


La llicoria dt5H o<|uutioiis intagrales* juHMriiier, est <l’()ros et 
(lajii tdaHHi(|ua. Hlla a fait son ontreo dans jdusieurs do nos 
tnisoignornonlH. Nnl doiUo (|U(‘ — j)Out-«Hro ii la favour do nou- 
voiiu\ |H‘rr<Miionui‘nH‘nts ~ edit' lu' s’iui[)()So hic^nldt a la pra- 
li<pu» t'ouranlo tin (’al(‘uL utj(‘ fortuiu^ ran^ partui l(\s doc- 
Iriut'S nKUhdiualu|uos, si souvont (U sliuoi^s a rosier dos ohjids 
tie tnusdt^. 

(’.0 sort i»\r(‘jnionueI esl* roptoularU, a noire avis, conrornu’' a 
la logt<pii\ 

A inoHure cpii\ on Aiudyse, prohlomos ot imHhodos ioiuhuil a 
ponln* lour carartcre forinel ot h dopasser lo cerclo des cas 
d’integralulito propronunil dils, il soinhlo bion (pio rintogralion 

iHut plus la tliUcrooliatiou, doivt* apparaitnMuuiuno I’olfuncoO 
siinpb* t’lirnim* I'cuitil Ic |dus usut'L parct* qnolo plus puissant 
ot plus niaiiiable « tlu calrul inlinitosiniaL l/iutervtuilituj d(‘s 
ocpiatious in(i*grali*s dans roUule lies problemes do la Physi<|UO 
nmtliematiquc esL an fond, one phase «lo cotU' evolution. 

II funis parait soidiiiilfdite cnHUHdle*«d ait, des a present, sa 
repercniH^ion sur riuiseignernen!. I*ji tout cas, la belle methodc" 
qui* I on doit a Al. Fredlicdtn, nian|ue iin lid pn^gres (m'il 
import*^ lie la rendre nci’essible non plus seulenient ati\ fulurs 
diHiintrs el a i‘eu\ qni poursuivront les exannuis d*onIn‘ eleve, 
iiiais a tons (*ini\ qni, n qnelqtu! degn* cpie ee soil, etudieut les 



line lelle nccessilo a ele ressenti('. un jxui partoiU, (‘t, a 
Telranger, (rcxcclIeiiLs exposes, — (cIs quo leleganl traite do 
;M. Bocher, pour n’en oiler (pi’un ^ — onl ele ocHisaores a la 
tmelhode qui nous oeoupi^ 

MM. Ileyvvooil et Fiaiohcl, en abonlanl a Itair t(uir 1(‘ iin^na* 
•sujet, onl vis6 a (Hro olairs, /dennnilain's (‘I |)rali(pu‘S. Ils onl 
'retenu do la llii6orio toulee <|ui a deja aiapus sa luran* dtditii- 
'live el praliqucmenl ulilisahle, (‘I S(‘ sonl hurnesa (a'lenseinhie. 
•deja singulieronicni feooiid a lui seid el siiflisaut dans (<mis les 
‘Cas usuels. Ilsn’ontpas separe (ante iheorie (itas appHeatinns 
(|ui en sonl la raison (‘I rorigim‘ nu^un*, et tplils (uit 

,passees en revue a\'(a; grand soin. a roinivreainsi eoneue% 
nos etndianls pourronl, toul en nvsianl surs dt* lu^ pas 
<eritrain(L\s dans des diniiaUtes irmlik^s, [)OSHtal(‘r aisernent le 
-nouvel inslrumenl analyti(|ue. 

Ils dcvronl cc resultat a uno (‘ollahoraiion inlonuitiomde k 
daquelle on no saurait Irop a|q)laudir. M. Ileyvvood a tde, il \ a 
(|ucI(pios annecs, linin' lidl(U‘l I’andiUMir assidu d(‘ lum tanirs 
parisiens. II s’ou esl souviuui en pnManl eetle Ibis mn eninamrs 
-ii un (le nos jennets rnallieinalieiens donl \o noin el le tfileiit sonl 
d(qa assez eonnus ponr <pie nous n'ayoaH [laH a h* presioiier an 
iecleur, en vne d’une (envre epu mn-a bonne fU uUle. l.Vsi la 
unc heureusc iniiiativo : puisse-l-elle trouver dii nciiiiliratn 
imilateurs I 


hmm IIADAMAHI). 



INEQUATION I)E FREDHOLM 

KT SKS APPLICATIONS A LA PllASIQUK MATIIKMATIQUE 


INTRODliC'riON 


1. Garact^re des questions trait^es dans ce livre. — 
L<‘s mollunlos ([U(‘ nous allons (ln\(;lopi)er s’appliquent surtout 
atJx pri)hlonu‘s do Phvsiquo inathoinarK|u<‘ qui (‘onccrnent les^ 
(‘(juations au\ tlrrivoes jmrliolli^a du type clliplkjae (voir plus loin 
n“ 1» p. if\), dunl Ic [)lus connu esl Ic prohlt^anc dc Dirichlct 
(u"4, p. 17). 

Dans la pin pari t‘as dcja clndics, h's proMoiuos vn (pieslion 
se‘ rainrnont a un<‘ niitulion tit* Fmihohn, r’ost-a dire a mic oqua- 
llnn (l(‘ la lurna^ 

0 I^C-0 M 

« ' »> 

c»u K (A\ /) * , f{s) sunl tloH funrlions ut>nnnt‘s. ( )n oliercho une lono 
ti»»a. cjul salisfasso a oollo <‘(|nallcHK Lo parainolro A esl in- 
tnuluil puur fa<*ililor la distnissioa, Nuuh (‘onsidorerons avec (i) 

r^tjuallutt «LV.Vnf'/r*U 

•f, 

/. I k {/, si /[a . 

I a 

I,*' l)i-ti\it'ini' Chapitrtt scm coiisaciv Ji la n'si>lulii)n (1(* ccUti 
<pusti«n. <jtii <••'( flTccltn'c (tar pliiHicuis nn'llmdrs jlistinctos don- 
iiaiit M-vj suttfi dfs luniH's dilTrroiilf^. 

La pi iMuiarr cidU* d Ui‘raluin. diui u NtHUiiann 6l At>l~ 

tiTra, dinmc nil*' '■•'■lie I'lilii’ic cu dtiul li'S coclliciciits sont 

di's li.iirti..ns .1.1 .V. Kilt' valal.lc {xaif Ics valcuw de ). plus 
pclitc-i I'll m.Mliilf .pi'iin mtain iitHidin- lixi'. 


M Oil aiit>i-l!p ...'ll.’ ffin.'lion K lo n<>vi>». 
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a 

La seconde m6tliode, cello do Fredholm, (h)imo pour le 

rapport do deux fonctions on tlercs on X, (‘.’est -dire unt^ toruliun 
meromorphc (voir p. 5) do X. (les lonclions sont o!)l(‘nue's sous 
la forme dc scries ciitlercs douL les rayons do ('onv(‘rf^u»ur<» sorit 
i/p?m.s'.Le luimcralcur du rapport a pour ro(‘ni{‘ientsd(‘s puissanrcs 
de X, des fonctlons do ,v qiii r(58ultcnt do riulef^u-ation do tau tains 
d^terminanls. Lo dcriominaleur est indqHMidant d(‘ .v. I.a solution 
ainsi d6lermm6e cst unique, II y a unc dinhadte pour h*s valfuuN 
de X qiii sont poles dc cctle fonclion ineroiuorphr ; la luotlHidr 
montre fpie dans cc cas imc solution n’c.\ist(‘ [ms on f^n'neral, uiais 
la mclliode donne la solution dans les ras cxcTpiionnoU on 
existc. 

Enfin unc application oonvcnahle d(‘ la inethodc * tlrvfli»pprt‘ 
surtout par Ililhcrtcl Schmidt — donni* la solulitm tderrhoe situs 
imc Iroisi&iHC Formo, cello irune serie do Jhnelnuis Jhnfluntenldles. 
Cos fonctions sont dans les casordinairesks solutions d<* rt’quatinn 
liomo<jbne 

cp (s) X / K (s, f) o (ij di : (>. 

Cette &juation idcst salisfaite (ui general ([ue |)ar 

mais il oxislo ime snilc do nonihres ~ etmslnnle^s enrneidrUiiqniKH 
(on nombres fondarneniatix (^j) 

Xt, Xjj, ... X,,. 

pour chactin dcsquels cette (kjuation a nno solutiitn fiiiio, sftii. 

fiW, ••• 

Ge sont les fonelioas fondamentnies, l.a solution dr rrijiniiinfi ( t ) 
s’obtient alors sous la forme dhine mhie. 



(q T)’apr58 M. (Joursat. 



L^TRODUCTION 


3 


Cette metliode a ete appliquee jusqu'ici surtout dans le cas ou 
K (s, t) est une fonction synietrique de s, t. 

K ( 5 , ^) = K [t, s ) ; 


(dans ce cas les deux Equations associees coincident) (‘). 

II faut remarquer qu'il n'y a rien dc nouveau dans la notion de 
fonction fondamentale, qui a eu son origine avec les series trigo- 
nometriques de Fourier, et qui a occupe presque tons les grands 
geometres quiont depuis etudie la Physique, NotammentM. Poin- 
care, a qui est du le terme Jonction fondamentale , a public plu- 
sieurs memoires profonds, dans lesqiiels il a traite des questions 
de la tlieorie du potentiel au moyen de ces fonctioiis. 

M. Hilbert (“) a appele T^quation (i), une Equation mLe(jrale de 
seconde espbce, en reservant la d(5signation : eqiiaiioii inUcjrale de 
premiere esp^ce (^) pour lequation 

(3} f K{s,l) <f{l)dl = J\s). 

L’equation. 

(4) h (s) *f (s) “h ^ r K (s, i) o {t) dl z=f (s) 


qui se ram&ne immediateinent a (i) quand h(s) n*a pas de zeros 
dans Fintervalle d’integration, est dite de troisihne esphce (^) dans 
le cas contraire. 

Nous ne ,nous occuperons pas en general de ces deux dornleres 
equations. 


(q Voir la note B, p. i46 pour le cas g(5n(^ral. 

( 2 ) Nachrichten.., zu Gotiingen, 190/1, n® t. 

(-) La theorie de ces (Squations est beaucoup moins simple quo celle cles 
-Equations de deuxi^ino esp^ce. En opdrant comme au n® 6, 2 ®, p. 43, on 
verrait facilcmonk quo m^me dans le cas simple oii le noyau est de la forme 

gzzzp 

r^quation de premiere espdee n’a pas, en general, de solution. 

(•^) D. Hilbeut, Nachrichten.,. zu Gottingen^ iqoG ; E. Picaud, Comptes 
Rondus, 28 fev. 1910. 
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2. — Le but principal dc ce livre ost d'cxposer colte ihooric* mt 
point deviic dcs applications pliysiqnos. Nous avons powr cotte 
raison 4nonce an Premier Chapitro un <‘ertain iu>nil)ro da prohl^mes 
de Physique qui conduiscnt a imc (Squatioii de l^'radliohn. (las pro- 
bl^smes revicnnent en gchicral h cherchcr unc fouction aualytique a 
rint(5rieur dhm domainc (ermo, qui satisfait 4 une (‘(piation au\ 
d6riv6es partiellcs, et qui sc rcduit 4 une suite de valeurs donoees 
i la fronti^jre de ce domainc. 

Dans le TroisiJime Ghapitre nous ap[)liqueron8 i\ la resolutiuii 
de CCS problimes les risuUats dn Dcuxikne (Iliapitre. 

3. Cas de plusieurs variables. — T/eqtiation (i ) definit une 
fonclion ^^(.v) qui d/q)cnd d’une sotd(^ varial)l(‘ a‘ : rexlension au nis 
de pliisiciirs variables est Imrn<5diate, el il rdy a aueune inoditira- 
tion faire dans les demonstrations pourvu qiron asliauKue ta 
fronlifere dc ce domaine d'int4gration dcs conditions d(^ n^ulnritt^ 
convenabics. En prcnant par excmple Iccas de deux variables, on a 

cf(si,S2) — /Js,.*,.. 

L’inlogratioii s’cHcirI i'l un (loinaiim (D) donl mi point c.sl • 
mind par les coordoiindes (/,, Q : (D) esl aii.ssi le (lomaiiie m’l 
sont ddlinies les fonctions 'p(si, .s-a},/(.v,, .vj). II nous arrivtun pom- 
abrdger de dire que ^(si, Si), /(s,, s,) sont dotn fomUions <lu 
point M dont les coordonndes sont (si, .v-j), et ipie K ,.^1 

une fonction dcs deux points M i^) ; on ,'.erini I'etpia 

tion sous la forme 

(l)' <p(M) — X jr^^K(lVl,l‘]ip(I>),/,„,. r=:/(M| 

oil ffo, designe un dldmcnl d’airo dc (D). Dans colie foinude pom- 
simplifier rdcrituro nous convenons quo le sigtie / tlesigno , et|e 
ibis une intdgralion double. 
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4. Gas r6el et cas complexe (^). — Nous nc nous occupcrons pas 
(les variables complexes ; mais nous pouvons fairc les reniarques sui- 
vantes. 

La mcHliode (riteration et la rmUhodc de Fredliolm s’appliquent au 
cas g6n6ral ou les Ibnctions K (s\ i), f{s) et Ic cbernin d’int(5gration sont 
complexes. 

La methode el les rcsullals do Hilbert cl de Scbmidlne s'appliquent 
pas toujours a cc cas g6n6ral. 

Lors(pjie les ronclions K (s, /.). f{s) sont rcelles, ct Ic cbeiniii d’inb^- 
gralion r6el, la solution et lea Ibnctions (bndamcn tales sont reelles. Les 
conslantes caracteristiques sont rbcllcs dans Ic cas syrnStrique, mais 
ellcs no sont pas r6ellcs en general. 


Dans la suite de rintroduction nous 6noncons c|uelques d6fini-” 
tions et [U'opositions qui seront utiles plus tard. 


Happol de (/iielqnea dt^finitioiis 


5. ~ On (lit qu'une fonction dbinc ou dc plusicurs varial)le8 
X, j, ... est hohniorphe prh da point (xu, jo* ...), lors(|u au voisi- 
nago de. ce point on pent la rcprijsenter sous fonne d'une s^rle 
uniformbiuent ot absoluiucnt convergente de puissances entic'u'es 
croissantes dc x- — Xo, j— -••• Si la sbrie rcstc ahsoliuuent 
convcu'gente (puds que soicmt.r, y, on (lira que la foiuiion est 
cut lire. 


Lorsqubinc fonction (‘sl holoiuorphe prfss de lout point interieur 
h un doinaine D, on dit qifelltt cal bolomorplie dans 1). Si la 
fonction, sans (Mre holoiuorphe dans 1), pent t^tn* considbr& 

connue Ic (jnolienl*6 de deux fonclions holumorphes dans D. on 

./‘i 

dit ([u‘cllc est nidrornorphe dans 1). Une fonction nnSromorphe 
d’une variable X est en g6n6ral inlinio pour certaines valeurs dc X 
appelbes /)d/c,v do la fonction. On d^inontrc que les points repr6«“ 


(*l On pourra tiini incofiviqiienl bi««er th qM lors il’ane promBre lecturo 
tons les paragraplies impnm& en |Kslit text©. 
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sentatifs de ces pules sont cu noaihrc lini dans loulo uire hunua^ 
du plan complete. Leurs valeurs sont racines <lu deiKnuinaleur 
et pres do rirnc qnclconqiic d'ciilre dies, )/, on juMit eorire la 
fonction sous la formo 




/(X) 


A, 

(X ^ a7 




Ai 

X. X' 




ou les A sont dcs constaiiles cl est unc lonction liol(»"" 

morphe pres de X'. La fraction ralionnellc / — appdd* la 

parik principale do /. 


5^'^ Th^or^me. — Soient /(.s‘, /), deux roiu'tina> hnruees 

et intcgrablcs dans Ic carre i] : d'x, 1}-' d/, el tpu sont eoidinues 

dans C sauf poAit-fitrc cu certains points disposes da farou <|u*il 
n’y en ait jamais qu’im nonibrc (ini ayanl mftmc abscissa a’ <ni 
mtoc ordonnic /. (Pour ahr6ger, nous dirons d'uue function ([ui 
possMc toutes cos proprieties ipdcllc est ci>!ilinur pirs</iir parlntif 
dans C). Jo dis quo la fonction 

(G) F(s,/)- r./V,^)f/(xd)dr 

J(t 

est une fonction continiio dans (L 

II sullit do prouver quo, quel que soil la point (.v, /) lixa dans Cl, 
{\ tout nombre £ > o, on pout faire. correspoudro un noiubra V5 
tcl que les in6galit6s 

I < If), I i ( I Ti 

entrainent dans C 

Or s’il n’en 6tait pas ainsi, on pourrait Irouvar un ncunlin* £ u 
tel que quel que soil n, il cxiste dcs valours a*,*, U dans {n, h) pour 
lesquellcs 

h - »« !< '. 0 “ i < ■;. i 1 > ^ 
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FCs',,, /„) F(s. 0 - I /(s„. t) |f/(t, /„) — f;{x, l^ldx 

tJ<t 

<J (t. /) l/(s,„ t) — /(s, t)J 'h. 

Soient niainlcnanl M, N Ics homes siijx^riouros do f et de g, on 


(7) I (n) — 0 ! - 5 M I i/(", /,,) — (J (t, /) I (ix 


N (' l/(^v-)-/^^) hi^. 

Ja 


(k)nsid(5rons Ic ooenioicrU do M ; il n’y a qidim nond)ro (ini y de 
points de disconliniiilo d’ordonnci^. / ; soionl, Tt, 7 ^, t,, lenrs 

abscisses. Imi ihdiors (l(‘s inUn'vall(\s ’ la (onclion y 

(jst (‘onlinuo sur la droilo (rordonnei', / |)ar rapport a l’(nist‘ml)lc de 
SOS diaix variables (‘t |)ar <'onso<(uenl tinil’onneiuenl conliimc. On 
))(*nt done ])rendre r indep(indanl d(‘ 7 vi assez grand pour (|iic 

i j/ec,.) — 1 < jM(/, 

(piand ii “ • i\ si r idesl inlerieur a anenn des inlervalles prcSci- 
d<‘nl,s. 

II en resnllc ([U(‘. la paiii(‘ d(‘ la preinien‘ iiilegrale do (7) relative 
anx inUn'valles / 7, ^ ) ost inlerii^un* a : 

^ 'I 1 M 

el la partie rcxslanlo inl'irienre h 

4 m' 

D’uu 

I Q — {/(-■ ‘1 i <!’ M -t- 4 M ~ a 
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pour n >> r. On auralt cle memo pour le second teniie do ( 7 ) 
une in6galit6 analogue pour n > r'- Done pour n ^ 

V(sJ) e 


contrairement a Thypothfese. 


Foncthns orlhogonales 

6. InigaliU de Schwarz. — Soient f{s) ct ^(a*) deux fonctions 
continues dans rintervalle (a, b) ct X iin paramfetre num6riqnc, 
on a 6vidcmment : 

o< r [/(s) -i* ^ 'f 

Ja 

= f [/(«)]^^« 4- 2 X r /(s) cp (.s) d $ + xs r [cp (s)Yds, 

Ja J a %J a 

En (5crivant quo le dernier menibre ckI un trinAriie en X jamais 
ndgatif, on obtient I’in^galitd dc Schwarz 


( 8 ) 


r 1 < r I /(••'■) p X / 

Ja J 


On obtient de la mfimo mani^ro 


(8)' f/r 

n b nb ph 

[V{sd)TdsdtX j I l*t*(Sp l)3^dsdL 
J a J a 


7. Fonctions orthogonales. — On dit que deux fonctions conti- 
nues f{s), ip(s) sont orthogonales dans un intcrvallc b) si Ton a 
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Elios sent nonnalcs si 






II cst facile do voir que si des fonctions continues 


(«)• ?a(s) ?.;(«)> — 

soul nonnalcs ct orthogonalcs (*), cos fonctions sont linciairoment 
indipoadanles. Aulrcuunil dll, une identitc do la forme 


c,cpj (s) + ... -h H- ... O, 

Oil les G sont des conslantes et ou Ic premier membreest, soit une 
sommo d'lm nombre limit6 dc Icrmcs, soit une sdrie uniform^ment 
convergente, n'est possible quo si ccs conslantes sont toutes 
nullcs. En cITot, en mullipliant par et inl(%rant, on a 



pour I — I, ‘i, y, ... . 


8 . Narmalisatian, — Etant donne nn systeme do fonctions con- 
limios (Ians (</, />) (‘I non idimtiqinnuenl nulh^s 

fn{»h — 

cn nonihrc lliii ou non, on pent loujours iwniKilist'r c-c syslt;mc, 
c’ost-A dire trouverun sysUVne do fonctions conlinues dans («,/>) 

fi (*)■ ?j(«)> 


(V) (loriimo ©xeniple (1*1111 tel on prcmflns : 




V w * Vit 






avec fi -- o, 6 a tz . 
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qui sent normales ct orthogonalcs cl idles ({iic Uailc (Ximliinaisdn 
lineairc clcs/(,s‘) est uno conihinaison liiicairc (i(‘s 'u .v (*t 
ment. 

En ellct, supprinions dc la siiilc dcs/, cclh's ((ui soal <‘<nu 
binaison lindairc dcs prcc 6 dentcs cl nous scrons ranunu's au casuu 
Ics ibnetions f sonl lincairtanenl indqanulanh's (juand tnj vn eon 
sidere im nombre fun qucIcoiKpic. 

Supposons alors dcinonlib (pi’on pent tremver p coiuljinaisous 
lin(5alL’es dc /i,/a, soiciit fi, ...» qui soul iHuauaks vi 

ortbog’onalcs entre dies. Go sera aussi \rai (juaud on reinplaec» 
par p -i- i, En elTot, formons 

(f)) I ■ ^ ''I'f/ I I ■ 1 ■ 'V ■ l/j. . 1 


ce sera uno uombinaisoii lliioairc rtrs f. Kile M;ra urtluigunali- h 
<fi, <pp si Ton a 



Le crochet n’csl pas idcnlunKuiionl mil, sans quui yj, , 


serai t 


line combinalson lln&ire do 9,, f,, at par suite do /u/u 

ce qui scrait conlrairo i\ riiypotluW. Alors, on poumv «'viilimiiuent 
choisir do lagon quo suit norinalo, cequi di'niuniii" notrn 
remarque. Or colle-ci adinisc pour p ronclions c.sl \ raic pour nne ; 
elle est done g^ncirale. fjo tluiorenni est alors ih'iuontre. car les 
fonctions orthogonales ct normales ... Hunt nt'i cssatremcnl 
independantes, et, non seulomnnt dies sunt l.icn dcs comhinaisons 
Undaircs dcs/, mais d'apres (9), les/sunl aicsni des cumhiuaiM.us 
lin&ires dcs Do plus nous voyons quo si los funiL lincaireimmt 
ind^pendants, lo nombre des .sera celui d.-s f, eu parti 

culicr s’il y anno inaniliS dc ronctiuns/, il y aura mi’e iiittnii.i de 

fonctions (fi. 



iNmonricnoN 
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9. Conslan/es de Fourier (jchiiralisdes, — Goasid^rons uii sys- 
t^inc nornu^ c’cst-i-dirc uii sjslcaio dc foncLions noniiales eL or- 
tliogonales enlro olI(‘s 

?i ••• 

fl csL facile dc voir qu’iine fonction K(a') qui pent etre consid(5rce 
conimc anc coaibinaisoa lin&iire d'un noiul)ro fuii ou non do fonc- 
tioTis dc cc sysltimc nc peat clro oxprimeo ainsi dc plus (ranc fa- 
con. D’uac luaaicrc pr6cisc si la scrie 

... ■1”4o,,(6') 1- ... 

est coiapos(5e (run nombre lini dc Icroics ou converge unifor- 
mdment, ten cocnicicnts suppos6s constants di, d^, ... sont bien 
d^termin68 par la somme V (s) do cel to s6rio. Eu effet, en multi- 
pliant par ot integrant, on aura 

I F{s)o„(s}(/s. 

I^ar analogies avee ce qui sr passe dans lt‘s dcvcloppeuienls trigo- 
nonicln([ucs, noas nonuncrons l(‘s d,^, les coaslanlcs dc b’ourierdc 
F (V) relativcrnent an syst^ine dcs 


10. IrK^gulili^ dc Iksmd. — Soil F(,v) unc fonclion continue dans 
(u, h) ct 




mi syslenic de fonclions <‘ontinu(*s norniah'S (‘t (nihogoaah's dans 
(a,b), Fosons 



On aura 




f ( k) d$ 



la 


i/kquation I)B fueiuioi.m 


D’ou une Ibrmulc importantc 



[;F(.s-)P</s - r [i-'W- 
J<t 


vfy wp'/*- 


En parliculier on a rinc%alil6 do Bessel 


{") 




“'ds. 


ou Ics a,, sont Ics constantes do Kotirior (i<>) de F retail vement 

awx ¥>(«)• „ 

II en risulle que si les sont en nornbre Infini, la serie af, 


sera convergento cL inferieure ou egalc 



p I 


11. — On pent on tircr avec M. Schmidt la conm^qucjice *Hui vant<*, 
Lcs constantes dc Fourier d’unc fooction continue de deux va 
riables H(.v, t) ou Ton considirc i comme constant, sont des (bne- 
tions dc t : [^p(l)- Jc dis quo si II (a\/) est uno fonrtion syine- 
Irique, la s6rie 


•est absolument et uniformiment convergenle ejuand t vurie dans 
(a, b), En effet, on a 


/)=n+m -j 

-jDicsn "j- m 

1 m 

j=2; WfW]- 


h<t) hi”: 

p=zn 

- 

- P « 


puisque les (p forment im systime norru4. D'apres ks in%fdilt^sde 
Schwarz et de Bessel, appliqu&s ati dernier rnomljre, on n 


P< 




>%; 


m -1 

7 



INTIIODUCTION 


I 


Mais la fonctlon H (,s', /) 6lant continue, la sccondc int6grale 
im maximum M lorsquc / varic dans (a, h). On a done : 

m i ;)=oO 

^ I «,.?.(') I 1 J I <5 V M V a.. 

prrrn p=:n 

Oomme la scrio cst convcrgenle, le second membre (et pa 
consequent le premier membre) pent Stre rendu aussi petit qu 
Ton veut, en prenant n asscz grand et ni quelconque, de sortc qu 
la proposition csl demonlr(5e (voir la note (’), p. ()3). 



CHAPITRE PREMIER 


3>ROBLi5MES SE RAMENANT A L’fiQUATION 
DE FREDHOLM 


I. - PROBLEMES DE POTEiNTIEL 


1. Fonctions harmoniques (*). — On dit qu’une equation 
Iin6aire aux d^rivees partielles du second ordre (“) 


2 

i,/c 


a^-V 

dXibXi; 


^ «i — •+ iV —f{xu X 2 , ... a?,.) 


-appartient au type eUiptiqae, ou encore, est a caractdristiques (^) 
imaginaires, si la forme quadratique 



.(obtenue en remplaQant, dans les termes dii second ordre, chaque 
d^rivee par un produit de deux ind6termin4es Xi, X/,.) est 

dilinie, c’est-k-dire se compose d’autant de carres independents et 
tous de meme signe qu'il y a de variables. 

La plus simple et la plus connue des equations du type ellip- 
tique est I’equation de Laplace ou Equation des poteniiels. 


<i) 







ou 


AV=o 


(') Hada,mahd, Propagation des Ondes, ch. I. 
(2) IlAnAMABD, Ibid. Chap. 'VII, § 3. 



PROBLEMES SE RAMENANT A l’eqUATION I)I5 FREDHOEM 


On appelle foitction harmoniqiic dans nii domnine 1) J tiois 
dimensions toute solution dc cello 6qnalion analytiqne (‘) clans le 
domaine D. 

Dans le cas oii D est illimitc, il faut dc plus quo le rapport de 
V i R dtant la distance dc rorigino, rcstc inferiour en module a 
un nombre donn6 ^ainsi c]ue le rapport de chacunc des ddrivees 
partielles— , ^ a 

2. Potentiel. — Lcs fonctions suivanlcs sonl barmoniques cn 
dehors des masses altiranlcs : 

I® Le potentiel d’unc distribution spatialc 

(a) 

2 ° Le potentiel cl’iinc simple couchc clalec sur unc snrlat-c S, 

(3) : /j*' 

3*’ Le potentiel d’unc double*, couchc, 

(4) W(M)=jJ'p{l>) 



( ) II sufflt de supposcr I’oxistenco dc V ot <le sos d^riveSeu prcinidres ot te- 
eondes. 
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i/kQUATION ok FUKI>*H)LM 


oil dteigncle point dont on consi(l(‘ro Ic iM>l(MUic‘l, 1\ un point 

^ttachda im element dc masse, r ^ - MP et on 9 est Fangle de I'M 
do la normalc a la surface S an |)oiril P, dirigec^ vers rini/udeur 

<ng. i). 

Oa suppose f[uc S a partniit im plan tangent uni([ue ; la nuxHm al- 
tlrautees t suppos6c6tre siUu'eJi unc distance (inie de l’<u*igiiu‘. La den- 
sity p est lino fonction finie ct inU%ral)le : ell(* i»eut Hit ilisc'onlinui\ 
Al'mtirieiir dcs masses atliranles, on a la funmile de Poisnon 

^abiHj '--- 47 : 0 . 


3. dootinuit^ du potential. — Dans ct s (amdilituts : 
i** le potenticl d’une distrlhulian spaliale est parloul ronlinu, 
^insi -quo sa ddrivee premiere. Sa derivee secamde a cm gcun'ral dt*s 
cliscooliiiuitds aux fioints on rj (\st disc'onlinu. 

11 ^ Xo potcnlicl d’lmc simple ('oucdie est <*c»ntinn c*t nul a rinfini. 
Sa d&riv 6 c premiere (contimio ailleiirs) a dc‘H disc’onlinuites snr la 
surfaces, sur laquello les Equations suivanlt^H soul Halisl‘aitt*s, 


<5) 


1 /cW oV\ 

a (VC, / 


!i7rp(M). 


<6) 


1 

a vvc,. 


oV 

(^/C, 




(*<>» 9 


c/t. 


Id llridice e signiOe cpie/^^' est la limite dn rapport ^ 

lorsqn’criL parlaiit d’un jxtiiil () sur la noritinhs cxti'ru'ur i\ In 
on s’sipprochc du poiiil M do la aniTaco li- long do la luutualo. 
I’indico i slgnilie qu'on |)rcud la iik'hio liiuilo lorscpio lo point () 
est in tii'ieur h la surface. L<s signo f dosigiio tine inlogralo doiddo 
^lendwfiL la surfaces, dont <h est lYlomonl d'airo. o»t ranglo 
cle M P et do la normalo i'l M. 

3“ Icpotentiol eVune doiddo coucho (cotitinu aillours) a do*! dis- 
conlinuitds sur la surface S. U est nul a rinliui ot satisfait au\ 
Equations suivantes : 



‘ (W,— W.)r^a7t?(M). 

'(W, i vv.) -:J'j(P)^J^SdS. 


<8) 



I*UOO(.KMi:S si: iumknant a i/kqijation oi: fukdiiolm 1:7 

4 . Froblfemes relatifs aux fonctions harmoniques. — Le 

probltme dc dctcrruincr unc fonclion V harrnonlque dans tin do- 
mainc 1 ) cxtoncur on intihncnr i\ tine surface S et sallsfaisant <\ 
divcrscs condilions sttr la surface S do cc domainc a line impor- 
tance capilalc. 

11 esl 1101111116 suivant les din‘6rcnl8 cas : 

Prohll^nH* (le Dirichlet. — On impose a la fonclion V clicr- 
ch6o la condition d’etre 6galo sur S k tine fonclion donnee stir S 

(9) ~-/(M). 

2^ I^rohlhiw (le Nearruum, — On donne sur S non jdns les va- 
lours de V mais cello do 

u/t 

{.<.) il'" >(*')■ 

dV 

3 *’ Prohihne dc la ehnkar, — IVcxprCvSsion \ /A esl d()nn6c 
sur S, p (Haul une fonclion doniico do M 

(n) |.piM)\V /,(M). 

La condition 

SC rarnJme k la pr6c6derUo tant quo 7 pf o. 

1^0 mot (( probltmo mixto » s*appli(pio k un prohltnne ((u*on 
ronconlre (‘ii partic.nlifo* on II Ydrodynaniiquo (‘I c'orrtxspond a 
</ o sur un<‘ parti(‘ d(‘ la surface, el p o sur rautre 

A chacuno de (‘os c'onditions correspondent deux problemi's dis- 
tincls — inl6rieur et exlericur. 

6. Probl^me® g 6 n 4 ralis^ 8 . — Sunt presejue attssi importants 
<|ue les prec6dents, les prohl6rnos qni consistent k trouver non une 
Ibnction liannonique, c’esl-iVdire tine solution analylique de 


AV o 
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mais une solution analytique cle 


(I a) 


AV = o(M) 


satisfaisant a Tune des conditions i“, 2 °, 3“ snr une surface S. 

Ces problemes seramenent aux precedents. Cherchons, en effeti 
une solution V de 


A V = o (rr, r, z) 


dansun domaine D, qui, sur la frontiere S de ce domaine, satis- 
fait a la condition 

V =/(M). 


Pour cela il suffit de trouver deux fonctions et tellos 


qu’on ait 


dans D | 
et sar S ; 


AVq = cp.(a:, j, z) 

AV, = 0 

V,,=/(M) - V.(lVl). 


La solution sera 




Or, grace k la formule de Poisson on a tout de suite une 
solution en Vi 



ou r = MP. (Dans le cas du pvoblfeme plan, on remplacerait ” 
par log /’) . 

Et la I'echerclie revient au problfeme de Dirichlet. 

Les deux autres problemes correspondaat au. probleme de 
Neumann, au probUme de la cbaleur et.au. probleme mixte se trai- 
tent dune manifere analogue. 


e. Problemes de pbysiq^ue matli^matique correspondant 
ararpr^oMents. Attraction newlonienne et electros taiicjae, — 
Cliacun des cas du n^ '4 correspond a un problfeme de ces theories. 
Onpeutmenllonner (^) celui de trouver le potentiel a Texterieur ou 

(1) 0. D. Ghwolson, Traiti de Phynqae (traduit par Dava^ux), Paris. 

Tome IV, Champ ilectriqae conslantj p. 129. 
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h rialenour (Vim condiiclcur snr lequcl s\Uala nne charge dunn^c.. 
Le problcrnc revienl i ciiercher unc fonolion harmoriiquo dans^ !)♦ 
ct cgale 8ur sa rronti(h‘c nnc conslanto donn^c. 

IjC cas ou il y a pliisleiirs ('.oiuJuc tours auxquels on commnniqtic* 
dllT6rcntcs (diargcs sc rcdnit an cas |)roc(5dcnt. On [xait on diet' 
consid6rer les diflerenls (X)nducteiirs a)mnic xino sonle surface* 
nmiticonncxo. 

On pout inonlioniior aussi le pr()l>leino dea marees (‘)- On ('onsi- 
dtjrc la lerre coinine une sphere donl (Verlaines i)arlies, (‘.orrcspondanli 
anx incrs, sont (^oruluctric'cs. OeUe sphere estplacec dans im champ* 
qui cat produil par lea allratdions des aalres, et par la rotation dc* 
la IciTc cllc iunne (force (xmlrifugc). I^a dcnsild 61eclriqae aiir la. 
8])hcro correspond a la hauleur des mar6es (■^). 

2 ® Ma(/n(Uisnu\ — La fooction V pent egalcrnent cHro uii potcn«- 
lid niagn6tique, et Ton pent trailer Ic prohhhno dc Taiinantation par* 
influence (^). I^a Lhvaupte nous doruu^. un(' relation (‘nlrcj la force 
magnelicpie cxlericui'c et intericuresur la surfac'c du corps aimanle* 

(I I ioaclioa (loanee, 

k iHant le (aadlicdent d’aimantation. 

0() j)rohlemc dillerc un pen (lea prohh'nnes d(^s 11 ““ 4 et 5, noua. 
verrons dans le iC* 9 (pi’oii le r&out dc la nuhne mani(u*e, 

Lltydrodynarnif/ue, — La loiu'tion V est mainlenanl le po 
tentid pen’manent des vitc^sstis (*), I.e prohlerne dn inouveincnl 
irrotationned trim litjuide dans un vas(‘ feriin'i innnc»hile ((110 ce 
rnpiide (‘sl suppost*^ remplir ('xacUnuenl corrtisjanul a la etmdiliou 

o, 

»VJ 

Si l(‘a paroia du Nase h(^ dephu'ent (l(‘ vase rcstant loujours ('.om- 
plelemcuL pbin), on a 

lonclitm dannee. 

iVt 

(•’1 Damwi.’'!, /V< i7oir, TtftM.j 17*' (IIU p* 7**^t |HS» 

ill), p. V' *^ 79 - 

PoiNcvui-;, Journnl 7i‘ 

{^1 Mahcvut el Jui iiKUT, Eieririrtt^ «•/ MittjmHkme, 1. I, S 37^^* 

Oj AeeKi.i., Truiit^ tU* MSminuji-nt-f I, 111, P** 
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l’kquatkkn i»k FiiKfnttu VI 


Le monvcincnl des parois cst a8suj<‘lti a la {’onditiou <|U(‘ Ir vd 
lume du liquidc rcste constant, dc* sorte ([n on a 



On obtiendrait nn pi-obleuio ilinOriit, ran paitii nliiT <ln pr.. 
blJsme dc Diricblcl, on aupposaiil (pi<‘ la ibm-li.m dr In vllrssr .-ii 
cbaque point d’nno, snifnco IrriiKa! <>Ht nntiiialr h wUr Mirfar.'. 
Celle-cidcvantfilrcalors un<! siirfan- do nivmu. tela irvirntano 
donner 

V constanie sur la stirfarc. 

Si cnfin on a allaire a un li((iiid(‘ pirsmtiinl unr f^t i* lilirr, 
on doit d6lcrnuner V on s(i donnant st*H Mdotirs mu d‘uiii* 

aV , 

siufaco et colics dc 1 sur I’un/rc pHriit\ lli* cini sc tiuucno iliiiic 

dfl * 

ail problimo inixte. 

Elasloalalitjae, — (kuiHidt^rons lo c’a?4 d*uno prtitr d«*fot iriii 
lion d’un corps dc forrn<‘. donn/‘o, ot hupihimiih cpir t rtli* ilrf*MUia 
lion ddrivc d'uii |)otenliel V (‘). On a 

AV fi 

on 0 cst la dilatation. Si dos forcon dtmnorii iigisHODt urn la hui lai o 
on connailra . La fonction 0(,t\r,:} wnii duiiinV par la force 

de masse. On a done un cas dn prohloiuo g/norali^^r. Par i unlro. 
Ic problfemc est notablcmanl plus dinicilc hirscju’im no liiii pm hut 
la solution rhypothJsc prtsccyoritc. 


(1) Soil (a?, 7 , z), (x L y 4' l***^ ctmnlmnvm p .fa 

corps avant et aprh la (Information dm I rart*<m ilni fiin r* <i« «a ilt * 

forces de surface. Notro h^polh^i© s'exprimo par tii relatinrit : 


t dV 


nV 

|Vk ’ 


C- ‘ 


La dilatolion 0 est lo rapport da Yumnmmmmil, ih ndamm mt udunw 

milif : on a : 


pri- 


4. >'i: ^ . V 
Ay 


Iw 


V A. 
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5'' Thihrie de la chalear. — Lc problcmc d’lm corps en eqoi- 
lihrc de temperature avec I'ayonnemcnt (*) nous domic le problcme 
du 4 avec la condition 

kV — r : Ibnction donnec. 

bfli 

(i’est la loi do Newton. 

7. Relativcment h chacun dcs problemes des n"*" 5 et 6 se 
posent deux questions prcliniinaircs. Kst~cc qu'une solution cxiste? 
Si olle oxistc, est ellc unique? La ni6lbodc donne unc reponsc tres 
nette h chacune de ces questions. 

II faut remarquer que la Physique resout ces questions dans les 
cas ciL6s an n'' 6. II est idiysiquement Evident que les divers &jui- 
lilires propos68 scront r6alis6s, et qu'ils no scront nklis^s quo 
(rune seule rnanicu'c. Mais celte rbponse ne sullit pas an point d(?, 
vue matluiinati(pie et nous aurons a la (‘omphHer. Pour cela, 11 
nous sera souvent commode d’utiliscr la mnion dc ibnction do 
(irecui. 

8. Fonctionde Green. — Soiimt M, P deux points du domalne 
1) : envisa|j;iions la Ibnction d(xs deux points, — l^ip (^)* 

(Ionsid(u*(5e cornmc fonction de P, elle est analyliquci en lout 
point sauf en M, et si M n’est pas sur la surlai'e S, ellc prend des 
vabnirs det(‘rmin<‘es on tout point de cetle surfac^e. 

Imafi^lnons (pron pulss(‘ ('.onslruire mu' foru'tion m bannoniqiu*. 
dans le domaine 1) (llinil<* par S ('t inleriinir on exlericur a S) ct 

pnmant sur la surlac'c S l(‘s valours , M etant pour le nio 

incut un point iix(\ (aM'i revlent a la solution dhui problemc dc 
Diricblet de rexspota^ indi([U(^‘e au u" 4, p. 17. 

La fonction harmonique de P 


(1) Boi winew), Thihrlt* mmljtiquc de lit (^httlenr, t. 11. — (atwoEsow, Im* cii,, 

t. Ill, p. 3cKi :i:h. 

Dftris tout €0 miriu'ro, on devra roriiplaccr ^ par log pour obtenir lo 
mn do plan ; it faudra on ootni romplacor At: |>ar air dans la formula (i3). 
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■qui s’annulo snv S cl qui aunc aiagnliirita a«i ix.iiU M H'atqM-llo 
^onclion dc Green rclnlive 

Ellc cst symclriquo cn M cl I\ (•.Vst-a-dirc ([ti.- 

(;; (M. P) - V, Ml 

Bans Ic cns ou M cl I* so trouvonl a la fois siir la stu liifc, In 
jfonclion cj •s’anmilo dgalonionl, jioufvu tjnc b'* tiia»\ nc 

coincident .j»s. 

On ddmontrc d’ailbu^s qn’uno loin I’.onmu* la ftiiit litiii di^ Clriani 
la rdsoliUlon du prol)l<‘ine d(^ Dirichlat ihiiih 

n’ntiliserons pas ccfait. 

All contra ire, nous nous sorvirons d‘un(* auirc jiniprialr reiiiar- 
jjuablo oxpritncc par la Ibnuult^ 

(i3) 'sJy{P)cJ (M. P)do„. ■ : — f, rfiU], 

•dans laquellc /(M) est uno fonclioii linie «|u«dcuiicpn^ iiyaiit den 
ddrivdes prcinieres et ou le signe / ddsigm* tmo triplr 

‘effecludc dans Icdomaino 1) donl rdbiueid de vuluiui^ *kh'' 
Pour ddmontrer ('.ettc relation^ on drrit lo piTnnei uioiiiIiit miuh 
k forme 


A I — A I m M,V). f V),i..„.. 

Jti ^ t /u 

La seconde expression sbvanouit, puisipie m mi lyiritiiiiiiijtie, 

'Xa premifero intdgrale est -le poterUiel d'line di**triliyritiii il« 

•Mtidre-de^densild /|P). 

Done le premier rnerrtbre de (i5j nni Iden egid A 

h cause de rdcjuation de Poisson p, i6, k kqtwlki wili^ail la 
.premkre intdgralc, ,pourvu qua /(-M) posiAd© dm ddrtvibs jire» 
anidres 



PllOlU-KMRS SE nAMBNA?(T A L’lSQtJAflON I»E FnEDUOr.M 

Eiifui nous 6tablir0ii8 aussi la propn^to suivantc : 
l/inl6gmlc 

(i/,) J^/(l>)(;(M.P)(/<.u. 

8’annulc lorsque M s’approche ilo la su^faco. 

Ell ollet, tons les ^.leknents do (u‘tto integralc H*annulenl saiif 
ochii (|ui (‘.oiUiont lo point M. 

Prenonsnn t>oint A surla surface llig. ctaulour tic A dccrivons 
deux sphtk'os Cl, t‘j 5 do rayons /•,, /*y. 

Considorons la partita do rintogralc ([ui 
hVUmuI K I’espatHi entro C(‘s deux 
spluVes el la surlace S (‘). 

Soil M uii point siLuc a line distance 

dc A })lus p(‘lilc. quc! ^ J • 

La IdiKUion liannouitpic ttt n’a ni 
inaximuin ui luininuiin, el ellc (»sl 

egale a sur S : par suil(‘ ellc rt‘sl(^ ('oin~ 
priscM?nlr(^ liMnaxinuim (‘t Ic ininiamin d(^ * sur la surface. Kilo 
csl doiu' positive. 

D’aulrc part rj * tn est uno fonclion do lUiannoiiiquc, said 

au point M, (jui s’aniudcsur S, etqui est sdrement positive an voisi- 
nage d(‘ M. Irarant aulour tie M une. sphere* Ires pi‘tit(^, on voit 
<pi'(‘uln‘ ('elt(* sphere I't S, r,‘ a nn inaxlnuuu posilif sur et^tlt* sphert* 
<‘t uu miniuiuni mil sur S. Par consetpu^nl. (*>t posilive [Kirtoul, 

td* puisqut* m " • o, tdlt^ eat on nioduh* plus [mlilt* tpie Si K (‘St 
lo miixrroum dc /(P) dans I), on a done : 



2 elant une parti<* quelcompie do I). 


0 Nrnw iUiHH HuhslUni' (lima la iiguro a, <« cantour ©t *(ire roiiform^s »> jli 
t< surfiiri* el \oIiiimi nif»ferii)6fs »». 




2/i 




II faut dcmontrcr quc TinU'^rale (i ij teinl \<*rs //tu cjuantl le 
point M s'approche d'un point A dn horti. C Ilioisisstnis tt'ahurtl un 
petit noinbre posltife. Nous idlons denunitni* cju'on jHnit prrndrrt 
Ic point M asscz pres do A ((lg» ti) |)Our (pio ritildgralo ( i | s^it pltn 
petite quc s, 

Autoiir do A d(5crIvons nnc polit(‘ sphcn* Tj (I<* ra\uii s. Suit M 
h. rint^rieiir do ooltc sphctro. Nous poinous cduusir lo nnuri 

tel quc linlcgralc^ * dcoi* tUonduo n riutrricur il’unr Hj»li«**iT 

do centre M etdera^on S(hI plus petite qur ./• einnt bt distaure 

entre Ic point P ct Ic (centre. Kn cOci (*(*ttr dcniirn* iiilr^*rjd«‘ rst 

6gale h 


4 It H dr- 


llcmarquons quc 'y cHatU niii.si cIiiiiM ct lixe. la s,, I, lix,- , , 

reslc tout onlicro comiinMo (latis In suhcrc varinWe c,, >>; M a 

I interieur cic la H|)li(''rc (ixc n ilccrilc nulutir il.- l/iutc 
gralc (if)) relative i\ la jtartic • du ilottiniiie It a riiiti'i ifui ili- t i tle 

spli6rc lixo c, sera done plus petite quf ‘ . Les .I,- I'inte 

gralo(i5)oxt6neurs)'t la splieie c, sont liui-, ei iU t,-,„l,.„t m.,, 
xdro lorsquo M sapproche dt, r, rcstnut lixe, I»..„f ,„.„t 

rendro lo rcsto de I’inl^rale {,, pl„s petit .p,,, ‘ e,, t.n.i.e 

M vers A. ‘ 

Done on pent rendro rinU'-ginlo ( « . | plus petit.- .t„e ' _* = 


Nous venons do trailer un eas d.- Iafun, ti..u .ie (in-.-n. d..uf 
loxjstcnce depend do la nWdt.liun dt, p..d.i;.,„e int.-.i.-u, .Ie 
Duichlct. I lyaaussi,\eon.si.I,trerla lu,u-li..n .1.- <ir<un reialiv.- a 




•'‘j 

An 


o 


An 


/WM)i; 


sur la surface oL 
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8ur la surface pour les cas exlericur et inlerleur. Pour approfondir 
cello queslion nous avons hesoin des r&ullals du Deuxieme 
Chapilro. Nous rcconnailrons (n" 14, p. i'ji) h Paidc^ do ccs re* 
sultals ([uc des fonclions do (irc'en salisfaisanl h ccs conditions 
n'cxislonl pas dans Ions Ics cas. Dans les muru^ros suivanls (n” 13, 
p. ‘Ag) nous indiquerons remploi do cortaincs do ccs fonclions dc^ 
( * rcen . 

9. La mise en Equation. — Nous aliens mainUuianl inonlrer 
coiunienla uuc exce{)lion i>res (S V*, p- so) les prohleines pr(HU‘denls 
serarntnenl aisfuncuit a des equations de b'redliolru, (‘’esl i\-dire do 
la forme (i)', [). /|. Knvisageons dabord le probRuno i^'dii if 4, 
(Nest a-dire le probb^iuo do Dirichlct* Nous le remplaccrons par 
un probI(\me plus g(5ru^ral : 

Trouver uno fonclion V harmoniejue dans tout Tespact*. (saufsur 
la surface S) el (pii sur la surface S salisfail ?\ la c.ondilion 

(It;) V, i ;./(M . 

ou fi esl un paranM'‘ln^ arbilraire. 

Pour 0 , o, nous a\ons Ic problcuu* Inlerieur ; pour a x: ^ 
le problcnu* <*\lci*i(*ur. 

Ueinar((uons niainlenanl ([ue, riant donnrr uiu» distribution de 
iualiiu’(‘, un(‘ inlrf»ralion sulVil j»our drlcTiuiner s*>n pc»trntiel. Done 
si nous pouvons drl(*nniner une distribution dont le poteniiid sa- 
lisfait h noire (auulllion, le pnddenu* sera rrsolu. Nous (’berclie- 
rons u/a* (tnithlv rtntrht* (‘) de ihoisilr o rinivr snr S ei (Itnii /c 
t!el \\ ( \ ) solisjaif it In nntdidnii ( H>). 

Ia*s npialions ( 7 )<’l (N) ^onl inaiultuiant sallsfaitrs. Pt ^i iiuus 
subsliluons dans rfspiaiion ^ iti les (‘xpirssions de \ ,i \V,| t*t 
de lirrt»s de 7 et (S) nou^ aiiionH uiii* rquati«ui lenfer* 

maul la tlenslle cherchee. 

* 

« 7 - •' t > I ? (i‘ t "7 ' /. e‘} 


iM Uri iMairniil w cbnmitalrr non«i c'lii/Howao tirit^ nmrhf. 

qur r<*Ut^ rii|nVr «!«• »iUtf «I*i|i|i!iii|tlrr la fiiiHlioilt' ilr 
Frfslhfjhii, Mil oqirrwriliiint \ par un {Hatuttir! ilr ffiiiclit, on ic»rail 

curuiail It tine «‘nutttic»it il»- |ireiiiiere e%|uVe itoir iC* 1» |i. lij. 
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l’eQUATION DE PIIE0HOLM 


ou 




I -+- {X 


/i(M) 




C’est une equation de Eredholin (n® 1, p. i) dont le noyau 

(note (^), p, i) est — fo^ction des deux points P, M. Si 

nous pouvons resoudre cette equation, nous aurons une densitc p 
qui nous conduiraimm^diatement k la solution du probleme posd. 

Les valeurs X = i et X = — i du parametre correspondent aux 
cas interieu}\^% respectivement. 


Le probleme 2°, celiii de Neumann, se traite d’une mani^re 
analogue. 

Nous le remplagons par Je probleme plus general ou on a la 
condition 

(■*) 

Gherchons une simple coiiche p eiaUe sur S et dont le polentiel 
satisfasse d cette condition. En nous servant des Equations (5) et 
(6) nous troiivons que p doit satisfaire a I’dquation de Fredholm 
suivante 

(19) ,2 rp (M) -t- X Jp (P) .rfS =;/, (M), 

ou 

et X a la ineme expression qu*avant. 

T COS 

Le noyau est maintenant — : et Ton voit que liquation 

(19) est associee £p. i) i.l’^quation (17). 

Les valeurs X = i et X = — i du paramfetre correspondent aux 
c&i exlirievcr et intirimr respectivement. 

Nous arrivons maintenant'^ S", le proH^me de la.chaleur. Clier- 
chons une simple couche dQntlepotentielremplitlacondition(ri). 
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lin ©mployanl Ics tVfualions (3), (5) et (0) nous avons I'oqua- 
lion iulcgralti 

(r;)'’*') -X I p(P) ^fSr- A,(M), 


ou /<, “ ).h cl X f ■ I , — I, selon quo nous .somincs dans Ic 

('as inl(‘i'i(‘ur ou \c (Uis 

I [/(‘([uarKHi (*()’“") cornispond a la condition 



0,,;, l ■Xp(M)V(M)..xX/(,(M) 


Clctle nii(Uhod(' no. s'apprupn* (railhnirs pas an cas on la quantiUJ 
apptdtic plus haul (j (n*’ 4, p. i 7 ) 8 *anmdoot par consiVpient pas 
nun idus an pnd)lonH‘ mixle. 


10 . Cas de deax dimensions. « Tout cc ([ui pn^c'odo s'apjdi-” 
(pio an cas d(‘ deux dlniensions niol [unir mol, si Ton sid)stitu(3 

l<*K Las prohlernos (pTon so propos(* soul ichaiticpics, cl ils 

conduisonta d(‘s c'‘qnalions fonctinnnollos analogues. On fornnule 
la luAmo fa<;on los lunclions do (ircon pour un ('ontour plan. 


n. piioni.LviKs uEi^ATiFs A r;i*:qMJATioN av = Uur,/, .')v 

FT \ !)KS fiqiUVTiONS WMAUiVE^ 

11 . hem probl^mes envisages. --- \otis nous occuperonsdans 
cel article* d«»s proldornos e|ui (ainsistenl h trouvar uno solution 
dc ri^jualiou f egaleiiiout ciliptiquo) 

(to) AV H(.t, V, :yV 

on bicn do. rt^ajualiun plus geiu^ralo 

(21) AV -X H(a:,r,i)V iOL(x,j,:} 

on li(j\ /. :). II, (x,y, :) soul des fonclions fiuics, ayant 'des diri- 
ve^cs promi<'*r«3s (II gardanl toujours lo indmc signe), ^lie.iRolntion 



0.S 


i/i5qiiation ok fukoiiolm 


etant assiijetlie h. Vuno dos trois condllions dr Netimaini, dr 
Dlrichlel, dc la clialem', indiqucM'.s dans Ir n" 4. 

La risoliUion dc ccs problcrnes nous pcrrn(*llra (n" 19, Cdi. Ill, 
p. 1^9) do Lraiter line anlrc catcf»'ori(* dc (jueslions, relh's tpii am- 
sislent h trouver une soliilion dc 


(a 2) AV= U(.r./, .•) 

Oil bicn de 

(23) AVr.. 


sntisfaisant a rune des conditions prcci^dcnlcs stir la surface, rt 
satisfaisant j\ dcs conditions ini dales. 

Enfin nous monlrcrons (u" 24, p. i3())(jnt* la iih^iuc lurthotlc 
s applique i\ riquation g^ncralc cdliptiquc h deux variahirs indc* 
pendantes 




. aV 
.> * 1 « 

i\r 


h 


ou a, hf c, fsoiil dcs foiu^lions donneesde 


I rV / 
,C, Y (c'(\hI 


a-diic dr 


Ml. 


12. Probl^mes de Physique corrospondante. r‘ /Icoiia - 
liqiic (‘). — ProblrnK^ dcs on(l(‘S sonon*s. La IVHirtloa \ rst !r pt* 
lerUicl dcs vilesscs : clh^, satisfail a rrcjualiou (ad). La rtuistantr 
II depend dc la densite et du coeriici(‘nt dVdaMlicdtr du ga/. Douwn 

la vilessc nonualc aulour ilc la surface revient a donucr . Su|» 

a/I * 

poser quo la vitessc cst nonualc revient i\ sc douncr V. 

Ela.sticUi^ (‘). — Pour lo problciuc dcs petites vibratioOH dbin 
corps ^lastique, on a Ics mAmes ckjualions quo dans le r‘. Lit tiuu * 
lion V esl la dilalalion. 

tP Chaleur (^). — Pour Ic probliiine du refroidiHsctucril «ruii 


(‘) Lord IUylkkjh. Thcary of Souml. Vol. If, rt n« :i-/i ; 

0. D. CnwoLsoN. — TraUi^ th l^liy$itjiu* (Iraduit p»r K. 
p. io3 ; A. WiNKELMANN. - Iluiulbunh dt*r Plmih, Bd, I, p. tld, 11. |i. i ; 
M. Boussinesq. — ryorie anuljiiquc (h ta Clwlmr, L I, p. '*7. 

(2) Boussinb 8<.>. — Lor. ciL, t. II, p. S et p. 64 (iuile) ; ■ ■ Timmr 

der Wdrine. 8 G : A. WiNKKfAi 4.\V / rti* ifit lia 111 n 
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corps, nous avons Tequation (22) ou V repr6sente la temperature. 
La fonction R est le rapport de la chaleur specifique au coefficient 
de conductibilite. Si la temperature k la surface est connue, nous 
avons 

V = fonction donn6e sur la surface. 

Si on donne le flux, nous avons 

= fonction donnee sur la surface, 
on 

S’il y a de la radiation, nous avons 

^ — Y = fonction donnee sur la surface 

on 

d’apres la loi de Newton, ou R est fonction des points de la surface. 

13. Mise en Equation. — Consid6rons d’abord I’equation (20) 
et soit g. (M, P) la fonction de Green correspondant k la condition 

(24) V = o sur la surface. 

Si Ton a 

(a 5 ) V(M) =-^J^§(M.P)R(P)V(P)rfa.. 

il est evident d’apr^s la formule(i 3 ), p. 22, que V satisfera i I’^qua- 
tion (20) et rdciproquement. En tenant compte des r&ultats du 
8 , on voit que V satisfera ^galement k la condition (2/1). Done 
la question revient k r^soudre F^quatipn fonctionnelle Aomo- 
ffkne ( 25 ). 

Nous avons une methode analogue pour les solutions corres- 
pondant aux conditions 

(26) 1^ = 0 et (27) lJ+p(M)V = o. 

Consid^rons ensuite la condition 


(9) 


Y = fonction donnee = /(M) sur la surface. 
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Soit i’(M) line fonclion liarmoni(|ue ({iii saiisfaii a la i'oiuiitiim 
(())* Oh voit quo V cst la solution de re((nalion roncliunnello uon- 
liomogene 

(;..8) V(M ) j c; (M, l>) H(l') V (• l•(M). 

Kt dc memo pour les (‘ondilions 

(,4) I - :/H\n. 

Lcs solutions dc (‘orrcspondant an\ div(*rsrN taimlitiniiH 
sallsferont a 1 equation 

0--<)) V(M) . , It, (I-,i, \t. 

14. — Ariivons inainlinianl au\ njuatinns ( ’»’M «’t (pa tni 
(crnicnl la uoiivcllc variable /. Oc saiU roatrairmaad au\ pu* 
inii'rcs — (les (5(|iialions du type hyprrhalitjiw i)u el 

les problenies corrcspondaiils nc stud pais eutirreanod aiiaIn|4in’H 
a cenx du numero prm'dtuit : ils eu dinen*ni par rialio \t*atii»a 
(les doniuVs inilialcs (pour / o) ; laais ils s’cu rapprorlirtit p.u 
l('s donnees aux limites (c'<‘sl Ji dire sur la iVtjatirre <lu doiuaine en 
X, y, z). 

Nous lcs rdaouclrcms par un nrlilice (|ui fait iiiliTxi-tiii au lii*ii ili- 
(5quations hypcvboliquca on parnlioliipirs (•»•»), (•.•.’t). ri-ijii.iliMu •u) 
Faqucllc cst du type ellipti([ti(‘. I,(‘s siilutioiis s'cNpiinirttijil '<uiis 
forme de sttrios que nous dtbuoiilrerons plus tani «' 10, Cli, III, 
p. i 32 ) fitre unirorimtmcnt (It ubsoliiment coiivorgi'iitcH, 

Subslituons dans (v.a) V, <• '•'•it.r. v. .■) ; il vinii 
(ao'””) Ao 

Done \ 1 sera une sohiliun defaa), si I’du prend jinui tun* 
solution dc ( 2 o'“*) qui esl do la forinic 20 . 
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Prenons daborcl le cas ou la fonction V doit satisfaire:Ma con- 
dition 


V = o 


sur ia surface et clierclions une fonclion. o., solution de satls- 

faisant a 

f.ZZ=. Qr 

sur la surface. 

Nous venons de voir que ceci revient a resoudre une"* equation 
homogene ( 25 ) — ou Ton remplacerait R par — XR. — Nous d 4 - 
montrerons plus tard qu’il existe une solution seiilement pour ime 
suite infmie de valeurs de ^ 

qui sont toutes reelles et positives. Nous appelons ces quanlil6s^ 
conslantes caracUristiques (*) et nous ecrivons les solutions corres-* 
pondantes, 

••• ?n ••• 

que nous appelons fonciions fondanien/ales (^). Done nous auroiis 
la solution suivante de (22), qui satisfait a (24) 

00 

( 3 0) 

1 

OU les An sont des constantes arbitraires, qui doivent Sire lelles 
que la serie ( 3 o) soil absolument et uniform6ment convergente, si 
les donnees sont continues. Enfin il faut que V se rMuise a une 
fonction donnee a(.x, j, z) pour / ™ o. C’est-a-dire, il faut rjne 
A|, A^ ... soient choisies de fagon qpc 

( 3 1) a (a:, j,2) = z). 

I 

Nous demon.trGronLS' q|ie ce*. develop pemciit est toujours possible^ 
et qu*on pent determiner les cocfticicnts d’una^ mani^^rc: unique 
anaip gae. a la . mani^ r o de caieiiler les co efficients^ dfe RoBrier* 


(A) D apies M. Poincare. 
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Rcmarquons (|u'il cst ncr'cssairn (|un la fniniion % j \\\ : salis- 
fasse a la conclilion 

•sur la siii'fa(^e. 

All point do viic pliysHjue, il ent important dr ronHidrriT Ir cm 
•ou ccltc condition n’oal pas rcmplm. ti’cHl [Mir rxcmpir Ir ran ihi 
rcfroidisscrncnt d’un (Uirjm dont la dihlrilnUion ihrriniipii' rnt ipicd- 
oonqiie el qn’on [ilongo dann de IVau gliKvt*. On pirrid diuw c*a 
•cas pour a vine function (pii ewl k la temprntlyre iiiitiiile 
dans le domaino omvT/ 1), main qui pnnul In valmir /ri*i liur In 
surface. La tlitoric idesl paa enciu'c appndundie itaiiH Irn i itHilin 
•conlinns, inais nous pouvons prevoir par iinaloi^ir avm' i • ipii wi 
passe pour la s('‘riede I’onrier, qm* la Berie fdi ) Beta rnciui* udalde 
et qu'cllc sera non-nnifonnt^uenl convtngenle mtr la HtitTiire, Lt 
dans CO cas nous savons par im iheureme do Oam li) «pti* \ M*ra 
analytiquc (done continue) pour / ] • o, <le Bnrte <pn* In wnir |3t | 
sera loujours unifonuement (.(mverf^cuto. 

Kn somnio lous ces ri'^BullalB bouI admiH pm \vs ph N^ii imn dr - 
puis longlcnips. 

Nous avons tics resultals tout a fail analttgucB pour Ivn condi- 
tions (‘id) ct (27), 

Nous consid^rona mainlaiiant la condition 
(9) V /(M) 

•sur la surface. 

Soil V une fonction liarnionique qui BiiitBriul li (qi. I„it foiiriion 
■a(M) — n(IVI) s’armulo 8ur la iurface. Trmivofi» jiiir la ftirlhoiie 
pr&Mentc une fonction V,, BaUafaiBanl k B’lniiiiilani %tir la 
surface, ot so r&luisant h oi — p |H)ur I - o. 

On voit lout de suite quo 

I It 

•cst une fonction satisfaisant k (ii), se r&liiisniit ii y"|M) iiir In 
face et k cc(M) pour i ^ o. 

II cst n&cssaii-o dvidemment quo a(M) RalislBsuo i\ la .-..iiditinu 
to)’ rocis pour le cas discontinu ics rotiiartjutM jitvfinluuU'a 
pliquent. 
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Pour demontrer quo la solution est unique, supposons qu’il 
«xiste deux solutions distinctes et Vg. La fonction 


V, 


I*' Satisfait k Tequation 


(3a) 


A« = R(M) 


OK 

it * 


2 ° Se rdduit a zero sur S. 

3° Se reduit a zero pour t = o. 

Multiplions I’equation (Sa) par u et int4grons-la 

^ u^udoip = J R(P)«grfco.= R (P) 

puisque R n’est pas fonction de i. 

D’ou, moyennant la formule de Green rappelee au n"" 4, p. 109 

-X i S)* ‘ (S)’ i ^ 

En integrant la dernierc equation par rapport a t, il vient 
R(P)u5da,, = — F(«), 


X 


ou F (/) est une fonction qui ne peut pas Stre n^ative et qui se 
rdduit k z4ro pour / = o, puisque u se reduit a z 6 ro pour I == o 
et que R est une fonction positive. 

Done u est identiquement nul. 

Cette metbode pour etablir que la solution est unique s’applique 
k tous les problenies relatifs a I’^qualion ( 22 ). Son application ne 
presente pas de difticuUe et nous nous bornerons a donner le cas 
precedent (‘). 

Nous avons enfin a trailer Tequation (23). Si nous y substituons 

__ , . cos ) . 

V = cp fa:, y. 2) X . ? 

* ^ sm ) 


(*) H.-B. IIeywood, These, 84. 
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notis <aurons 

(33) A?-:- X=n(a-,v, 

Dans cc cas nous pourrons domonlrci- n" 23. p. i.'iS ipi’il 
existe un sysU'iuio do valcurs dc. 

Aj , Ag , , 

qiii sent touLes rccllos el poailives el un Hyslt'^nio de rcir- 

respondantes de (33) 

••• ?« 

La solulion pour lea dilWronla cm aefiutd’une maiii/ur iiii pini 
diffSrcnlc mais analogue a la prrayenle {\(»ir le Iroiait'itie r,hit- 
pi Ire). 

La resolution do recpialiou gonende ellipticjuu depend irntiu 
fonction dc (ircen ; el elle eal seinblalde i\ eelli* dr* riMpuitian (y 1 1 : 
nous la r6scrvon8. 



CITAPITBE II 


j:l.’6quation de predholm 


4 Nous avons dans ce qui prtkiMe appria A raniener les pro- 

bl&mes dont nous nous sommes occupes A I’Aqualion do Fredliolm 
qui s’ecrit sou s la foi'tne 

(i) '?(•■'■)-—( R(x. <)?(<)'// —/(s) 

oudanslecas clc doiualncs a pliisieurs clinicnsioas sous la forriaL*e 

(iydun" 3 , !->. 4 

(ly o (M) — r K (M, V) o (P) dcup /(M). 

J(b) 

Nous ne ferons, an nioins jnsqn’A noiivel ordro, aucimc distinLC— 
tion entre cos deux Equations cl Icur appliqucroris le mfime mode 
de calcul, le roemc signc / rcpn'^scirilant siiuphunenl dans la sc~ 
condo d'entre olios line iiUef'ralc miillipl(‘.. 

Dans chaciiii do ces (‘as la IbiuUion y (\sl a (Ic'Ua'nuacr lantlis 
quo /, K sont clcs foiu', lions (luniuuis, loulcs ces fonclious clant 
bien entendu sii]>pos(5cs inlegrables. 

Nousiadiquoi'onsplusicurs mclhodcspom'r&ondrc ['equation ( i ) . 


1. —MISTIIODE IVITlSllATIOA 


2 . — 
ville (^), 


Le proriiiicr precede donl on ait dispos4 eel du k Lioti— 
U n’ost autre, lorsqu’on Papplique au proUime de 


(*) Journal de IL ioiiville, t. 11, p. a'l, 1837. 
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Dirichlet, quo celui ([ui est bioti cuiitm sous lo noin do nii^thmle ih- 

Neumann {^). Neimiami lui-rnfiiuc dcmc^ntro la legitiiiiitt* dun upd 
rations pour Ics frontiorcs convexcs vi non u hirttahn^H » ‘K Kii 
6crivant r&juation (i), sous la fonnc 

(a) K(^r,/)9(/)d/ i f(s) 

on est amcn6 k rapprochcr cetto (5(iuali(>n fonctit»nnrlli‘ de rt'ujun 
lion ordinaire : 

(p :rr: F(«p) 

ou (p est im nombre inconnu et V (<p) une ldnrtii»n {‘onnnn do 
On sail quo sous oertaines conditions do taintinnili^ (0 tin 
obtiont la solution do coUc Equation on t< n^itcrant *> indrfinimant 
la (bnction F. C/cst-Ji-diro qtio los noinhn‘H 

?j — to^ • F(tp,)» ••• 9n — j) ••• 

ofi est arbitrairc sent des valeurn ap(n’ochrcHt|ui Inulcni vtun In 
racinc do requation. 

Unc mithodo analogue pent s’applitjuea' a rnpiati»>n pi|. 
Ilernarquons d’abord quo s'il exislo um stdnlitui cnnliinn* 
ct si K(.n‘, t) C8t continu(5 preaquo parlout (n” p, ti » In fnne 
lion /(,s') devra (Mro aussi contiiuio. Nous snppcwemtis done fpn* 
f(s) est continue. 

Substiluons i\ y(/) dans lo socontl inamlire do {n In vidour tpu*- 
donnerait l’6qualion si une lonction conlinuoivrliilrfurtunoiit tdioi^io 
en 6tait solution; on ohtiant 

( 3 ) > /(>)■ 

Opdrons do mfimo en reniplat^anl par oi ninni do itiilo, rut 
aura une suite dc fonctions 

?oW» ••• 

(1) Voir Unlersuchimgen tiber das Logariihmkeha imd NeiPimwrhf ihiimlm!, 

11 suffik que V (©) postMo une ddrivde F 9 ®t qtie r«ifi til I F‘o I k, 

nombro fixe < 1 . 



telles que : 
</.) 


<?»(«) =J^ K.(s, it)dl +/(s). 

Si moyennant ccrtaincs hypotheses sur les donn6es, nous pou- 
vons ruontier cpie converge absolument et unilbniiement 
vers nne fonclion limite rp (,<?), lorsquc n croit indefmiment, on 
voit (|ue la forrnulc (/|) deviendra k la limitc la formulc ( 2 ), e'est- 
i-dirc quo la (bnclion limilc ^p(.s') sera unc soliUlon do r6quation 
de Fredholm dont Ics fonctions On(s) scrontdes valcnrs aussi appro- 
chdes que Ton vent. 

Or on a d’aprts (3), (/i) : 


{4)' ?H -(1 («)“/(«) 4 - r K{s,t)J{l)ill i f K(s,0 r K.{t.t,)f(t,)dl,(U-h.. 

Ja J It 


avee 


H;; 1 1 I h ('*>1 /,) I ,h(/,/j) f iv 1, .. 1 ...dq 

t/fl »/« 


(it. 


Nous avons suppose quo K (s, /) cst bornde dans son champ 
■do variation. Soil M, la borne supericure de sa valeur absolue ; 
soienl aussi P, N lea homes supenacures de 1 ?o (*) I I /(■'■) I 
•dans (a, //), on aura : 

I iq, I :M(h a) P. 

J)’aiUre part, on observe quo 'pn repr&entc la somme de \\n et 
dcs n [n'emiers tenues d'une sthie dont Ic terme general est, en 
valeur absolue, inlbricur k 

M(6 a) :^ N. 

Dans Ic cas on Ton a 

U{h a) < I, 

on voit que celte schie cst nniforin6ment ct absolument conver- 
gentc dans (a, b) ct quo H,* tend vers zero avee • 
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Cette serie etant indepeiidante de <pQ (s), on voit que la limits 
'^(s)de!p« ( 5 )estindependante de la fonction (s) dont on est parti. 
On voit aussi d’apres les formules ( 3 ), ( 4 ) que (s), etant sup- 
pos 6 e continue, On (s) sera aussi continue et par suite aussi sa 
linaite uniforme 9 (5). AyanI ainsi obtenu une solution continue 
f (s) de I’equation de Fredholm, il est facile de voir que dans nos 
hypotheses actuelles il ne pent y en avoir d’autres. En efletsup- 
posons que <^(5) soit line nouvelle solnlion continue de (2). En 
prenant pour ^0 (5) la fanction il est manifeste que tous les 

(p>jt,(s) seront identiques a ^(5)- suite leur limited (^) (inde- 

pendante du choix de sera aussi 6 gale ci ^ (5), 

Ainsi lorsque la home siipirieiireM. de [ K(^, t) | est imjerimre a 

fZir^ de Fredhcdm admeL line seule solution continue 

o[s) qui est donnee par la sirie absolameni et uniformenient con-- 
ver genie. 

i <?{s)=f{s)-^J^K{s.t)f{t)dt-h... 

( 5 ) s 

j ^6 nh nh 

I -h J j ••• I ^ ,dt^dt-}~- .m. 

Si au lieu de requafion telle que nous venoms de la traifer, on 
avait pris (comme dans rintroduction, p. i) F^quation 


(iHs) 


<p(s) 


k£ K{s,t)<fit)dt=f(s) 


^ui cootiefit le paraoni^re X, levienfe it clmmgrer K i) en 

XK(,, t), la seiution aurait 6lie 6^deintnenit 


<p(s)=/(s)H-X 


( 5 )' 


ja 


t)fii)dt 


1 nb f'b pb 

I H-X" I K(s, «) I K(«, I 'K.{l„^i,t„)dtadt„_i...dt^dl-{-... 

\ Ja. Ja Ja 


De Ik resulte que la presente m 6 thode consiste au fond k deve- 
lopper la solution suivant les puissances croissantes' de X. 
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3. Les r^it^res. — On 6cxit souvent cette s6rie en 

introduisaot 1 < 3 S noyaux reiter6s )). On appelle ainsi (et nous 
desi^merons symboles Ki, Ko, ... K„, ...), les noyaux suc- 

cesses definis l^ar les relations 


K(5,T)IVn_i (t, 


( 6 ) Kj (s, t) == (5 . K„ {s, t) — ^ 

Moyennant cette notation, les formules (3), (4), deviennent par 
un simple cliangement dans I’ordre d’int^gration 

( 7 ) Ki(Syt)f(t)dl-+-.‘.-hJ^ K.n(s,i)J(i)cU~hIin-i-l 


avec 


K, 


rc4-l (^r 0 ?0 (0 

D’ailleurs, si ron a encore M(& — a) <! i, la serie 

(8 ) — /l(^s , ty = I\.| (s, /) -f- 1^2(5, i() + ... -+- K,i(s, -f- ... 

est aussi absol lament et uniform^ment convergente de sorte que la 
solution de l*^ejiq;iaation de Fredholm peut s'ecrire 


(9) 


<pW =f(s)-£ k(s,t)/(/.)dt. 


4. — Nona a.llons dcmontrer une propriety caract^ristique de la 
fonction k(s^ ^ ) • 

Pour oela, ol^rservons d’abord que Ton a ^videmment 


(10) Kn(s,l) 


j ^b ph 

a Ja 


... ... dh 


D*ou Ton tire imna^diatement par de simples changements dans 
Tordre d*integration,, lafornmle rernarquable 


{11} 


(5 » 0 ^ ('***'') 
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Alors on aura dapris ( 8 ) 

_ k(s.t) ~ K(s,l) = Kj(s,0 + K,(.s'.0 -I- ... f- K„{s.O -1- ... 







1- ... 


d’oi les deux formes : 

—k{s,i)—K{s,i)~- ( iIv,(.f,T) -i- ... - 1 - K„ ,(*,■!) I ... 

J'l 

Ki(.s-, t)[K,(t, /) I- ••• I K,. I ... (/t. 

On obtient ainsi la forimilo (‘ara(U4risti(iiii' Riiivantf 
(la) K(s, t) + /c(s,l) ( k{s,t)\k[x,li ih j h. )k{fj)ih. 

%/a » (I 



5. Fonotions r^olproques. — l.a lurtnuli* (f/i i .st clt'muti 
tr4o pour M(6 — aj < i. Main ollc a un sens uu'iue <>ti iIcIhuh <!(• 
ce cas. Alor.s 4lant donncV. la foncliim k(.v./), mms np(»cll<'r(iiis 
riciproqm do K(.s',/), mie foiudioii /) liurti4c ot inli'f;ialili'. Icllo 
quo Ton ait : 


(i3) K(«,<) -t- /c(*,<) I k{a,x)K{x,l}ih I K(ji.-) 

Jit . bl 


M. Vollerra a monlrii quo, connaiHannl tine fitnetimi ivi i|H«iniH'. 
/c(s,t) deK(.v,t), on pent loujoiirs Irouver unoHoltilinu ( (uiliiiuf ilc 
r^quation do Fredholm (i). Soil, on offct. «(«) iino Ic-Ito H..lutum, 
on aura 


(> 4 ) 


.i(t) ==/(/) i.J^ K(t.t, )«(/,)<//,. 


En multipliant par /c(x,l) ot intdgrant, on aura 


r 


k{s,l)u{l)dt : 


r 


k{s,t)J{t)<U -t- 


r Ch: 
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tl'apris (i3) i 

£ h nh 

k{s,l)J{t)dt 4- I iK(«,/,) -H k{s,t^)\u{f,^)dt^, 

Ja 


On a (lone 


o I I K{sdi)u{ti)dii 

« «/ « 

<!(! si)rl(' ([lu'. ( i/i), ou Toil a rcmplac’o / par s, clavicnl : 

'‘h 


(.5) 


u(s) ; 




hisJ)f{i)dL 


f\l 


S'il Y a uiu^ solution contiruKH die est done unique et donnee 
par (a‘lt(^ fonnulo. D’ailkuirs pour prouvor (jn'll y a hien ime solu- 
tion (:onlinu(^ 11 suffit do uionlror quo lo stM^ond incmbrc d(i ( if)) 
satisfait hien a rdtuali^ui do. Kredhohn. En ellch si nous posons 

(ii\) Vi^a) /O)-*- k{sd)J{l)dt 

la Ibnction donneb f{s) pent (Hrc eoasidciH^.c (•ominc une solution 
('outinuo tEuno nouvtdlo dpialion de Kredhohn, rtVjualion (id), 
(lout lo noyau k(sj) a |)()ur fcuiction rtkiproque Alors, d'aprfes 

cc qui prda\l(% J(t) est donnee |)ar la formule (if)), ofi on suhsti- 
tu(‘ r(,v , K(a\/),/(.v) h /(.v), k(sj), n{s) nispectivernent ; cc qui 
donne 

/( k ) vis) ( Ks}iyl)vlt)dl 

('/esl-u~dire (pie v\l) est hien Holution do r(k|uati()n da Fredholm 
donmki (i ). 

I)*ailleurs le nuhne raiHonneruent appliqui a la formula (i3} 
con8ider(k‘ comma (kpialion int%ralc an k{s, 1) prouve quo si une 
fonction nkiproqua axistc, die est unique^. 


_ On pent considirer le second membra de (i) comma le 
rdsuUat crime r>/akv(//on /(nictionnelle eiTt'-ctiH^e sur^, ceci signifiant 
qukm (m pout ('alculer la valour lorsquo^est donnde. Repr6Ben- 
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Lons cettc op4ralion par Ic syrnholc S^p. I/ecpmtion ( i)) exprime 
alors qiie I’op^ration qiii transforrnc J\s) en 

% 'ft 

est rinversc do S, c’cst-a dire qu’olle Iburnit'p I(trs(pi(‘ /b^sl donncb 
On pent la designer par S ‘ el on a identiqueiuent S 9 . 


6. La generalisation de Schmidt. Mens avons vti (jue Ton pcnit 
former nm fonetion nhipro<iae du noyau el par suite res(Hulr<» Tequa 
Lion do Fredholm (pitnd la borne auperieure de | K(s,/) | eat infe 

ricux'c li j ^ . M. Scluuidt a considerablement elendu ce resultat, 

h — a 

I" II a d’abord xnontre (pi ‘on penf (tppiuiiu*!' (n me/Ziode tPiiiTatiun 
hmim ron a 

('7) .C.C .. 

p d6signaut unc qnanlit6 numeriejnt^ dclernnm^iN Oelle inegalite a lieu 
quand | K | aimo borne superieurc plus petite ipu^ /, .L /(» ausd 
dans des cas plus gen^raux. 

CcEte demonstration ast fondt^sur fa fonnwle (u) el hut 
de Scbvrara (S), page S, d’oii Ton tire 

( 18 ) tK» M (»> ') 1 “ C •. C 1 i ''' ' 


ct par suite 

Jn Jn [^n-\A{^d)\^d8dt< y [K,/sj 




On deduit facilernont do (19) 

.C .C I . C . C i ^ (*■ !"■ 

Or ora tire de (m) 

K,.(s. 0 /J‘ I* K(s. r.) K„ 4,vr,) Hr^J).lr,dr,. 

et en se servant de Pinegalite do Schwarz (8), page 8, fcirinre €<uuiiie 
(|8)r mm are© (i« iral^iikS' ora- 
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En coinbiaanl avec (;^o), on a done 


I I 1"“ 


En ntilisant tnainlenanl riiypolhaso ( 17 ), on voit quo les termes de 
la S('^rio (8) .sont a partir du Iroisic'inc rang infcricMirs cn valcurs abso- 


lu(‘H h cenx do la sorie convergenlo 


J, m^^r)\hlr iK(r.0P'/'-| • . vVKvW'i I I ...N 

Alors la sorio (8) c.st abHoliunant at iinirornubnont convergcnle, sa 
somrne — k dotino la ronclion reciproque /c, cl par suite on peuttV.rire 
la solution tini(pie (q). 

a® D’auire part, il e&t Jmdk de. n'soadre dirertenieni l\kmaimi de 
Fredfmhn dam le <m’ oit $an myna eat de In ftnme ^ 

Pour facillter la discussion, nous le supposcrons nudtiplii'! par un 
factcur numcricpie arldtraire 1. (lonsidcrons done Pecpialion 


(ai) 01s) 


- P 

[ “4 (*) 

1 




f)o voit totii do suite (juella emt !a forme de k sohiticm en 4crivant 
r^quation sous la forme : 

l» 

M <f (-■) /(») 1 *4 (" > I . r p4 (0 ? ]’ 


e'e8t4*dire 


?(«) /(*) — ^ 


oil les <i,| son! efe* constanteii h dtHermincfr. On fes ealcnlwa' p»' k 
ralthml© des cnelficients ind4termin<s en substitfiaiit (a3) dans (ai) re 
quf donne 

(a4) V - "4 —jJ' ^(0/(0'/'| = o^ 


do sorle qu'on obtiendra tine solution dm pr^l^ wi 
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les conslanlcs a,, par Ich ecpialioiis UncaircM 

r=r: p 

(26) *''(0 j "'I J„ 

(ij- 1 . 2 , .... />)• 

Si nous posons 

A,.,,- 


on voit epic le dtUcrminanl il(*.s coonidciils tic ccs r<iiiiili(uiH .sna uti 

polyndme on X do degn' ji au (ilus 


(2(i) 

x.\„ . . 

XAji 

t x\„ 
XA.j 

t . 

XA,„ 
.. XA.,,, 


XA,. 

XA„u 

• 



Ce poIyn(\nie u'catau'lainena'nt pun ithniticpu’ini'iit util |Hnir 

X n=: 0, il esL (*gal u i'/'. On ptnu'rn d«>nr rcMunirr 1<**4 iMpiiiitittnH 
lincaircs (juand A a uno. valt'ur <|U(‘lnHicitu» iniltr i.u lnrH (m 

nombre au plus (%al a p) du <lt'tcnniunnt. 

Et, si nous supposons <{uc las {bncli<uin iHunt Un/’inttnuiuit indf * 
pcndaulcs, nous voyous mi^ino qua las (y'l m* jMnnant nvtur 

lieu quo si los equations linaairos (uo) soni vaiiliiTs. 

Kn r(‘suni6 si les Ibnelions muil linanueiurnt in(lr(H*mlantes 

IWjualion ronclionne.lle hi) udinet une Holulion \nut|ui* v i.'i. quetunts 
savons di^lorminer ('orupleleinenl sous In fturno (u.Ti cl t et i pour lunlt* 
valour do X saurpeut-(Hre pourp Naleurs do >. nu plus, rai inen dn dc 
tcrininant. 

Nous reniar(|ucrons (pu* cos nieinos no <lcpondout quo du nu\au, 
nous les retrouverons plus lard dans lo cm gonorid (p, a4) smis lo noin 
do conslanlcs caracltbdslicjuos. 

Ilcvcnons inainlenant h la nnHlaalo do Solnnidl qut roHulto do la 
•combinaison de r cl 2**, 

lei encore nous faciliterons la discussion on sup{»osimt quo lo tiutiui 
poss^decn facteur tine constanle arbitrairc X, Lo ni»viui olniil do^igno 
par Xlv(s, t), on R est une ronclion conlinuo <piolocint|uo. mi vuit quoin 
condilion (17) no sera vfnfioe qu(* pourdos valours do } ) inloiiouro*! 

une ccrlaine quuntit6 fmie. l^our rosonciro roqniitioit pour h*% iiutros 
valeurs cleX, nous montreronsd*alM)rd epron pout tonjmirs trtuivor dos 
fonctions continues (s) linoairomont indopndiuitos ol don bim timis 
conlinucs en notnbre 6gal do fayon quo ronprossion 



‘soit aussi petite que Ton veut. 
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Le iiovau cHant tinirormcnioiil continu dans lo doinaine^* 

a t h 

on pent Irouver un enticr /> lei (pie deux valeiirs de K(.s*, t) prises on 

deux points a uiui distance iiilerieurc a ne puissent diHeror 

de plus de o. Divisons mainlcnant riutorvalle (fi, />) on p intervalles. 

egaux et appclons lours niilicux s^, 

Nous prendrons pour les (/) les (bnctions 

M) 

Pour d('dinir nous eonslniirons une Ibiu'tion ogale a i 

dans rinlervalle (d a o on dehors de puis pour la nuidre eonti- 
niic» nous inodilierons h'gerement iei la (‘onslruciion de Schmidt., 

Appclons un inlervalle de longueur " el ayant pour milieu 

rcxlnunih' (‘ommunc i\ et J nous prendrons (*s*) sauf 

dans les intervalh'-s i',, t <d on nous prendrons pour «,;(«) une 
fonction liiu'iaire de la valeur o h la valour i on iinersement. 

Alors (piands (\st dans sans 6 lre dans , ni dans on a : 


K(s,/) . ^ IKf^v.O K(.v/^l.v8. 


Quand $ est dans on a : 


I K (s, i) ^ ci,j (if) (B,/ (01 — I K (if J) — («) K (if,/. 1) — 1 1 (if) K I I , J)1 . 

1 

et eomme on voit racilement quo dans on a 4 - 1 1 (.t) r, la 

(piantih' precedente sera egale ii 

la,^(s)lK(,s*,/) K(s,/,/)l4-7 ,/ 1 ,(if)|KiNd) K.s\^5i.0]1' | K(s,/) ■ | 

1 lK(if,/) 


Ainsi, on a (ui lout cas, 


•/» *h 

/_ ’ /_ ■ K {«. I) ■ V (,) ^ /, _ „y^ 


et en faisant croitre p nous pourrons rendre le second mernbre aussi 
petit (jue Pon veut. 

4 “ (kx!! elanl» soil FtxpuUion de Fredholm dormee : 

(a?) 'i (x) 'a K (x. t) <f (C lit =f{s). 
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choisissons les fonctions a, P, do layon cju’on ait par oxeniple 
r y* - “ 

.(28) ^\C ,C\ -il MO 


(hdt 


Ecrivons alors (27) sous la forme 


( 29 ) 9 (s) \ 

Ui.J)nt)dl: M>). 

en posant 

f 

/ 

i 


.(30) 

/' 



Alors d’apros i" ol (28) il eKiHlora une forirlHai It {a, i , ) ) ivt'iprtHjue 
•du noyau ct l’6quatiou do Fredholm - 21)) admettra um* ncule 

solution continue 

(? («) = /, (») ~ 1'’ It (>. /, X)/, (/) dt. 

Si nous y rcmplavona /j par son (‘xpreMion (do), nous voyonn cpie 
r^quation (27) esl 6(|aivalonlc h Tequatiofi 

<f(6-)=/(s) ..|-X •r{t)dl h(>.l.'A)ftJ]dt 

I 

P 

t 

•qui pent a’dcrire : 

( 3 a) ^ l-’C-). 

I 

•en posant 

hiB,a)f{i)di, 

/, (s,X) = a, (*) ~ ^ A (#, r, X ) «, (r ) i/r . 

Alors on est ramcn6 uno Equation de Fredholm (da) dt* la forme 
(21) deja examim^e. La seule dilKrence, e’est quo le detiTfiiiniiiil 2(11 
m’est plus un Dolvndine en 1 . \m fonelions f «!!.*«_ 
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luAiues dc‘ I, Mais il esl, ea«)r<j 6gal >ii ( — i)^ pour X — o ct par suite 
non ulcriti(|u<*tn(‘iit nul, 

Ainsi /or.s'ya#' le iioydii XK /) est un tioyau coniinu (luelrouque el 
Iji'i^tpie X n\*sl /K/.s' njal t) eerhtlnes valciini exeepllnuiielles (raclnes du 
delt'nninanl nieationne) F/ujudiioii de Fredhohd a une Bolufion eoniiniie 
(ini<ine, 

j” L<*. can ou la fotu'lioii inconnue dopeiul de [)ln.si(Mn's variables Icl 
(ju’il a ele iuditjuiS au ii" 3, p. 4. se traile par la rn^iiie nielluxle. 


7. Equation de Volterra. — On appelle njUdlion de \ al(err(t 
ruination 

(;»:<) I K s,t)a(l),ltT—. f‘{s) 


(pii (Idrive de (i en rcniplaganl la stiperio.nro (ixo />, par la 

rmul(* varial)l(‘ .v. 

de/te dqn(iti(fn est un eas luirtieuller de Fnjtjntion (i , inais la 
(’onv<‘rf(en{’(‘ d(‘H Hrri(*s <>bU‘nui*s est phis favorahlc, ties series sont 
nnilunueiueul <*unvt'rgeules l(»ut(*s les Ihis (ju<* 1\ (.s', /) t‘sl borne 
el iulegrabb*. 

On p<‘nl, c‘ii (diet, idcaililbn* reipialion (dd) avec requalion ( i) 
en prenanl dans re(|naliun (i a la plaec* de Iv {,^, /) unc ionclion 
(lui est legale k K kJ) iant qne / •* , .v, miUH c|ni sevanoiut pour 
/ ^ .V. I, a H(dution s'exprinn* [>ar la st^rie— analogue k la sth'ie 5j, 


VW I hhJ)f\_l)ilt \ I I h(.i,s,)K{x,.l l\l;'ls,ill ■ ... 

%* ■ « ' * »l « 

I- I I f KsX,x,)k(x,..Xj)K ,./)//)(/«, ... 

J M ^ /it 4 ’ a 


f /m ( j' K{x,l ! i kjxj) ! ... 




ou 



i '*’* ^ 


.IjfkplKg.. I 



/,3 i/kquation ok fukouoi.m 

Soil M la borne sii|)(k'icnro clc la valcm* absoluc do k. On a 


I k {sj) I < M 

I t^s (I I --- I ( K(jf, s,) K(s,. I)'h, 


< I ^ «) 

Ja 

I I “ j / 


el en gdndral 


1 I 


: M" 


(n -1)1' 


Done la sirio 


(35) K(s, /) 4” K5|(«.0 k ls(^»0 I i I 

est comparable avco 

M + M'^ (s - a) t- W i' l- ... I M" ! ... 

do sorte que la si5ric (35) est loujonrs utiif(>rriH*inant otiibHoltiinoiil 
convergonte, ct la solution (3V) est loujours valablc*. 

M. VoUerra a beaucoup 6tendu ce lisultnt, il a Iraite tFune infi- 
nite analogue r6qiialion cle premihe esphe 

K(fr, i)o{l)dl —f{») 

et 11 en a fait des applications. Nous renvoyons le beteur h son 
m6moire dans les Ananli di Malematkaf lyof). 
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8. IjU ni('lhn(I(‘ (Ic l^’rcMlh(^lin pour nlsoiulrc r&jnation inl6- 
gralc^ 


— I ^^(hdi rr^f{s) 


('oriHi.ste a rteiulre au t‘as lies t'MpialionH fotidionnellos lo, procAlc 
(la resolution tins tajuations du prtMuier (legn‘ a una Inlinke (I'in-* 
rotUHins. 

Sa inc'lliotlr s<Ta drvulopptV un ptMi phis loin sous forme syn- 
ihetlcjut', mats din paraitrail lout h fait artificielle si nous ne mon- 
Irions imparavant i'omnmni on > esl conduit par im [tassage i la 
huule. 

Divisons rinlcrvall*' (o,/o cn inltn'valles paiiicls par los points 


<0 K, ::a i f*, Nj a I '40. .... x„ a i ao 


X h (I 


ct prcnons thahord coiunu' inciumut's non pas la fonction 
fuais scH \alcurH 


Un aura d ‘a pres ( i 


ip iK I. ...» a). 




(HI, d nprvs la definition tic 1'inlt‘gralt* 

lilt* i 

IT ^ ' 

Lii iiiclhodc conHiHic idors a consitlcrar ctminic valeurs appro- 
tdnVs dcs av Ics stilutioiis dcs ctjualions lindiircs : 


U 2^ .l',K ()!,,. *,) /(*,,) 


l/j o. I. a «) 
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On voit alors qne rcxislennc do la solnlion tl(‘|>en(l (lf‘ la valcMu* 
clu determinant des ('.oonicicnls des 


o„ = 

I — oK(,s',, s,) 

— 5K (s^. x,) 

-oK(.sv,s-,) ... 

I - ■ olv {.Sj, .S'j) ... 

— olv .S'pS*,,'! 


, 

’ 1 

— t,K{s„.s.j) ... 

1 --«■ ok 




pz-i 






... K j 

[ ( ir-^1 ‘I’ 

. K ... K 1 


Si on (ait eroitro n indeliniimml, on voil (|n(M-hartiu den Utuh's 
de cellc soinrne a une limiU' delerniinee. I)<‘ .sorlr i\nr O.i tend, an 
inoins formellement V(n*s la seric 


( 





"-■-J, 

K(T.x)rf- I- ^ , 

t ' % ^ 

, j. 


K 


II y anrait Hon ensuile de voir ainssi (|ue d(‘vi«‘nnrnl Irs (or 
mules do Cramer, do nadHuadier vv. qui so [msso (jimml U o el 
surtout de rondre la milhcHlo ri^nmrouHc*. (rosioo (jui a «’lo Inil par 
M. Hilbert (^) qui relronvcMtirisi l(‘s lornudc^H (jne nous allonn ota- 
blir par la mcUhodc svntluUiqno do Fredliolm, 

Nous nous (U)nlentorons e(*[)endanL d’avnir iimtUro, an inoins hiu* 
rexemple do la serin I), ([uo ('orlains dovolopiiomonts laitupliqurs 
introduits a priori dans la imUliotb* da l‘’redhnhn (n’* 10. foi nuilrn 
(/io), (/| i), nc sont pas oonstruits da loufes pioi’on, mais cpt’an 
contralre lour consideration s’impose cpmiitl on s'iiispin* <lii 
passage h. la limile. 


9. Thk)rh)ie de M. Hadnmard Pour eludier liicoinrr- 

gence de 1), il serait utile de conmiiire In inaxiinnni de la valinir 


( 1 ) Glh ting . Nachrichlen , i ^|(> 'i . 

C^j fhill. des Sc, Math, M. Muir, im k LertI Ketun tpii 

458 1885 , r6nonc5 do k propo 8 Uio»i on tjnoiikaO. luS avait an 

1880 , an raiaonnornent qui ddmantratt cello |jr<i|M»»lifin an ilti nwitH h rcii- 
clait tr5s vraiaomhlablo. Co rakonnomenl a |iuhli5 on itnu iLirn lo» lieurmH 
do V Educational Times. (Voir aiiHii Parltclo rdoetil do ratilenr ikiii lot 'fftiu*. 

af thn ffnv/il Rn/* nC A I II M 


i/r’:(jtiATi()N T>fc FUKrmoLM 


;)i 


al)sohi(‘ (lc‘H (ItHcu'iniuanls (jui y (if^aircnt. M. Fredholm s’esl sc^'vi 
dans cc hut d’lin ihcoirme de M. Iladainard. Nous nous conteu- 
tcu’ons d(* deUKUitrer ca\ theoreine dans 1(', cas d’un dcterminanl 
A reels (‘ ) 




il s’afjll de prouver c|ue Ton a : 


(:^7) 






i 'mn ' 


< 


|^)ur tada, jioHrms 

el cdierehuns la home Htiperietin* de A“* lorscpie. li‘S varieut de 
huaiii cjue les f}j, gardeul d(’s valeurs arhitnures doune(‘s. II (‘sl 
luanifeMlt* c|ue uue lonrlion iauvtiruu' el derivahk par rap- 

port au\ ejui eu\ imhucan restent Ijorues (piand les sorit lix(‘s. 
Done alteint uu maximutti Ao dt>nne par has regies dii caletd 

4linerentieh 

( hi aura iiinsi : 




‘U,, 


i/fi 


‘'A« 


tin,. 


eA, 




da 




pn 


p<mr loutes les variations Itdles que (‘onslantc, e. est a tlire 

lolles tpie 

4 hi II done 


-Vl„, (/>r . «) 

<111 1('H mint des eoiiiitimton coiivcaaliks. 


. i.» <l,«,ti.m<lriilioi» nn wiiit .I'aillm.r, giuT.< [.l.x cm..pli<iu^e dan* lo c«» 

lortiiPi 
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l/liQllATIOX l»E KIIKIIIKU.SI 


D’ailleufs est, commc on sail, ('f,^al an nK'Hicifiu ih' n,,,, 
daiisle (leveloppenient do A(,. D’on : 


A 1^,1 


et 


{p U 'J. n) 
A() I ••• ' ^ 


cc qui tlonnc 




Alors le d(iteriiunaul d(^s (c esl a din* le diUcirmiuant ndj(»lnl 
dc A^,, c^'al coirmic oii sail A AJJ ') sera evid(*nun('n( egal au d<'ter 
nilnant A^, des mulliplie par 


D’od : 


avcc I A I < A„ 


a;; 

5}o:j ... If, 


A'* 

a,, ■ aQ. 

"“•i ••• -'« 


D’oii oiidn rinogalild annoncee A'"^ • ... 

lin partioulier, si M csl im noiuhn*. superieur (ui a <*liacutie 
des valours al)Soluos d(i luus l(*s Icriuos do At on aura 
d’ou 


(38) 


V V M'* (‘). 


10. — Nous sommcs maiulotianl on mosttn* do dtH<dr»pprr lii 
inclhodc do Fredholm. 

Pour facilitcr la dlsoiission nous itilroduinmsc*oninio prna‘doru 


iq M. Knoser a fait counatlro roromiuonl uno (yituniitrulirm tiitt-r<w%aiaii tin 
CO m^mo thdor^mo f/)t> JnlegrahjltHcliung^ Vtewetj^ i|)U. p. '417 *. tiiif clil 
monstration aoaloguo a 6 X 6 doiuu'o en toinpi piir M. lltigniti. 

Bull, lies Sc. Math., kjii, Elio coiisiate u rckhuro la proptwilmii »u ras ou 
olio doviont 6vidonto) ou Ions los lornioa (Pun cU6 flo la dtagaaalo piiiiripilr* 
sont mils. On y arrive on op6rant une snhitilulicm orlhogfwaiii j«nr 

ohacuno dos lignos du dctorininant A. 



Kyll.lTKI.N ItH KIlKOHOt.M 


5:5 


nicnl (n" 2) un paraiiiMn'. iiunu'riqtia nrl)ilrairc X et nous nous pro- 
po.s(‘r<)ns do r('S()udr(‘. r('(piation 

(r'''") ?(S) >• K[s.t)’?{l).U:~r. f{s), 

c)u f{s) c‘8l runtinun dann ia, h) ot ou K (,s% /) est um. fonction con- 
iimic pn\squr |mrt(uit (n“ 5*“^ p. (i). 

(iuiilr par la intHluKle <1(* [mssaga a la linnta donl nous avons 
diUHU* tmo tilt ‘0 plus luml (n** 8)» m>us rnvisagt'rons las deux series 

*l» 

( 4 i l>(). I - ■>■ I K )(/x, i ... 

* *1 

'..r-.C-fM:;;:;; 


avt‘C 





■ K js,./,,) 




[La epnmtiti* IH)| «Hta la dHenninnnl du noyau K (.v\ (*|. 
PiiiHipia I K r, ] II ttna litinia supi^nneura fiuia M dans son 
rhniiip de vfirialitui. i‘irHtl«*u\ arrioH mn-u*d <*oint‘rgfnt <*8 cpicl quo 
suit Kti rflVq d'liprufi h thtsavtiu* tin M. Ilialaiuard, on a 




<jtiiifid lf*i iTstiuil dans Diinr bn loroies de 

«l tio ll )4 i*ii vnltnifH iilisiihn^H n'ftp«Hi.tvnmcait inWrienrs i\ 

<'cnix do 


I ■ I X ■ It <l)SP I . . 
I f'-' j i M I* it) 1 .» 


il- 


n : 

!>■ 


t V a -t’ ^ ‘ ''h ... 


n I 


\ V 1 M(I# — 




I. Kyl VTlO.-'l I)l{ 
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l‘,ii pi'i laiit cetlc (•x|>re.sKi()u cliuis la foiauulc ('i.o), oil a 

ill' ‘M/'j /) hH(s, <. X) 

avcc' 



Imi dr\<‘ln|ijmnr par rapp(»rl a la pri‘tni(‘ra on voiUjue 

la trrnio goii«M*al dr U t*hl iuk* snnnu(‘ <lr trrnias do la forme (( 5 ) 
ronNiilrrrr dims rinlroduotioiu p. (>, pnistpie K 1) est convcr- 
gc*nlt* prenqur part(»td ; tlom* II vsi nne aomme de termea conlinus. 
Ml t’oiumo la Hrrir II vnt mia«i indfotaiMlinenl convergenlo on voit 
qn‘rn drl'milivc* H {.v, /, X ont une fonclion continue cfuand s, I 
\arienl daiin o. Ik 

Den lc»rH, la fdrnude (ii) nanitre (jne I) X) osl une fonrtioii 

tjui u les rnnnes inunis tie (llsnuilinuiir tju** k (.v, /). 

D'iiutre part (ui n : 


I ••• I ... tk, 

, ## * it 



“ -I, 

1 

... 1 ( • i^K (#.*,) X 


K i)k ( m,, #^5) 

.. K (*,. 

j k ‘ Sj , 1 j) ... k ^ifp 


K |i If, 

.. K . 1 ,. 

j) k . i ’ ... k i Kjd 

(ki ... (isfi 

k 1) K I,) 

... K {S,f, 

' j) k 1 ' •• • k 



- J 

f *’ ... r K(*. ,^1 X 


k (^|ii i) k * 

K («j, 1) K («j. . 

.. K(%. 

.. k f«j. Sf,.. 

i)K (j),,. s,., ,) ... k(»^. *„) 
_,)K(8,, *,4,) ... k(*,. «„) 

diy ... ds„ 
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i/kQUATION dr FHKimOl.M 


en remontant la ligne jusqu’a la premiere [)la(*e. Si c^nsuitc^ on 
remplace ... 5,,, j>ar x, ...a-;,.., (‘e qui ne eliange riea 

dans la yalcur cle l’int6gralc, on voit (pie le signe 2i |)orlc sur n 
integrales cgales ji 


r-s 


K (s, t) 


K(i:, <) K(t, s,) ... K(t, X„ i) 
K(.s-,, t) K .S’,) ... K(ji, , ,) 


didsi . . . f/ft',! 1 


„ ItA'i)** • Iv< 1 ,A’„ I 
=J^ ■■■/„*' (s I” !) ' 

-r-X" • 


En sortc quo 


H (s, t, X) 


-f‘ f ' ...£ 

-£ K(.,„ )‘f 

= [ K(s.t) K X ).I)(X)-h j K.*,t) . X . H {t.<,X)</t. 
D’ofi 

R(.?. ^X)==xj^ K(s, t) ;K(t. 0I)(X) 1 U(t. /.X){ ,/t. 

En tenant comptc de (/i/i) on n on(in 

D Xj - D(X) K(s. /) = ^ K (*. t'.i) Q Xj dt. 

En proc(5dant avec les colonncs ties <l(^terminarilH comme nous 
avons fait avec los lignes, on obticmlrail de la mfime maniere |Hmi 
valour dll second membre 


l/lCQIUTION UK KUKIUIOLM 


'>7 

On a ainsl ridenlitn rondaiuoulalo 

{/,r.i I) (•) a) . ^ I) (XI K (.S-. /) X I \ (,s-. T) l)(^^ x) rft 

(x 

Kn parlitnilier si ). n\\st pas une constanln cai'aclrristicpic, 
1) (X) nosi pas mil, la forimih'. ('i3) a uii sans cl on a 

( 4 d] k (a\ /, X) K iK, Ti X I K (*s’,i) K IT, i, X) (h 

/ . 

. X I K (,S‘,T, X) K(t, /)c/t 


({if on pcnit (‘(‘rirc sous la forme 

i*b 

} |XK(k, /) j I I Xk i s, X * ] A' (t, /) dx 
< »« 

/.•(.S-.x) |XK(t. /)|</x 

« ■ »l 

<'e <|iu <l(kn<iiitr(5 la proposilion. 

Kti r^siinin juHiH vi)yi»w <i«io (clapris un raisonneiucnt cl6ji em- 
ployed an n" 5, p. /|o) I’^quation de Fredholm oh K (.?. /) est 
une fonotion continue presque partout (n" 6. p. (!). oh /(«) est une 
fonction continue et oh X n’est pas une oonstante caraetdristique 
(n“ 40. p. .Vi), admetune solution continue unique donnde par 

(47) ?(•’) ./V + X /'■ K(*. ^,X)/(Oe/^ 

oh K (m. t. X) est une fonction mdromorphe de X donnde par les for- 
mulas (/|<)). (4i). 

12. — On voit I’avantagc de la methode prtoklcnte sur la 
m^thode dlt^ration : (*’cst qua callc-ci ne ri^ussissait quo si, M cHant 
la home sniKh-ieure da |K (j?, f)]» avail (o'* 2 , p. 37) 


1 ),| M [ 7 ; a) < I 
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l’iIQUATION UK KUKtUKU.M 


c’csl-a-(lii*c 

I ^ I M (/< — «)■ 

11 est vrai qu’on |)ou( traitor los aulros oas an dr la 

gencralisalion do Schmidt quo nous avonn (*\|>usoc plus haul, p. /r».. 
Mais cello-ci ne Iburnit pas uno Idriuulo f^onorah' uni(iuo (’ouuuo 
la pr&odentc ct iic luoiio pas a uno discussicui atis.si siuiph'. hdh* 
nc fournit pas uuc expression explidic dn rosullal, dans hupu'lh^ 
chaque Lenno soil direcUaueiit donno |>ar uru^. o\pr<‘ssi(>n auals 
tique coniiue, ce (|ui est on gouoral Ires uuporlaut au pcuul d(^ 
Yue des calculs tliforiqucs. 

All point de vu(‘< tin (‘ah'.ul nuiuoritpus au (amlrairr, coci cons 
lituc philot un (Ivsniyuilaije d«^ la inolhodt^ do iMMnlladm, i>uis(pio 
le calcul d’un t(^rnic lu^ soid (ui riiui |)our c(‘lui d(‘S sidnants. 

Mais ce dbsavanlage est coiupensb par un avanta|i:o oHsontiol, 
celni d\inc c^onverpefur Irh r<tpidi\ loipu^l (‘sl prot'isbment (*n 
rapport avec ce fait quo nos sikics acluollos onl on X, im rasnn d<^ 
convergence iidini (d les promiiu’os (5), (oduu ra\<»n d<* <a»nv<‘r 
gciicc (ini. Les series (/lo), (/|i ) conYorgiail a la {a<;on do.s dovolop* 
pements do fonclions ontiorcs, e’est A dire (amuuo dos pn>gr('ssH>us 
g6oiu6triqucs a raison injininuiil petite a parlir d’un rang a^so/ 
(Uevo. Dans heaucoup de cas, h‘s ihuu (Ui Irois proiniors Uu’uh'h 
suffiront, dans chooune d*ell(‘.s, dos ipio }. in* stn‘a pas trnp grainl. 

Ija serio (5') represi'nlo, ('onuuo. nous Tavons roinarquo, \e d<Ho 
loppement do ^(,s‘) suivant les puissance's de (*’ost a dire h* epm 
lient des deux series (Ao), (Ax ). Son rajon ih*. etonvorgonco <‘st ogal 
au modulo du premier pAleWon ).)d(‘, -pf.v , c‘t\Ht a tliiT (vnir plus 
loin, ii“ 19 ) du premier zdro X, do D(X), Lllc ronvorgo «ammio 

ivnc progression g(k)m(d,rique de ratsou!^^ |; par consoepioal, cnmnie 

ime progression de raison , s’il s’agil do la sthAe (5). 

II faut onOn romarqner rpio, si Ton doil calender les eonstti/ifex 
caracldrisliques (^) (n“ iO) — ce qui est indLsjwm.Haldo dan« lt‘^ 
applications rnentlonnees au (lliapitre I, — on n© peui «!iiqilcj\cr 


(1) Los conslantcs cn quoslioa sont (•vulomiiiiont (voir Lhii, 19 !«•«. 
poles de K (s, I }A. 



L IIQI ATIO^ l»K I'UKmUM.M 


5t>' 

notn‘ |)r(‘inien’ uiclhiHlr (ju'aviic la gijncraUsalbu de Sdmiidl, et 
lurnu^ (‘U pn*uanl IVallar /> <lu ii" 6 d‘auliuil plus grand qu’on 
vant rali'ular dc‘H ca)imlantt\s <rindl('(* plus ('leva. 

13. \orau,r m/i/i/.v. - Nous uavous pas eucun* ooufikld'e le 

cas uu Ir uosau ).k (a\ /) lout eu reslaiil iulegrablc'. devieudrait 
iuliui an (•(uinins poinls. I‘’re{lli()lm a aussi imlicpaS pour cui cas 
uuc‘ tut'lluule ([ui r(‘vienL a suhslituer h rtapialion doiiiu'c line 
e(|na(i<>n (M|ui\al«*ul(i ou 1(‘ iu>Niui (*sl {’mi. 

U«‘V<*nous eu elVet a la loriuidt* (7), p. .‘kj, cu \ n‘iupla(:aut 
par uue solutitm f(s} do rrqualion (i’**”); alors 0 i ... 

Vn I } (‘I lunis aurnns cu reiuplac^aut // par // — i efc K /) par 
>l\ x, / 

(|H) Vk'') I K„(x» OifCOd/ fjsj 

00 /'„(s} (*Ht uu<* (oucliou (‘oulium^ eofunu^ 

(ill) /«■■«•» 'I K„ 

< hi voil ((uey(.v‘) (*sl uuu soIuli(iU dt‘ r^pialiou d(' h'taMlholui 
(/|N) ou /K. /'sont reiiiphuTH par /I*. luverHeiiieul^ s<nlo{s} 

tine Holuliou did Vapmtion ( ‘"’'i n^laliuus 3|, (/i , on 

reiuphua* par |K (Haul totijuurs rhangi^ (Ui ).K , sera atissi 
(*gal a y, II siinil alors dVpiUter Uietubre a lueiuhre les n |>reuuk(is 
dt* crs ihpialioiiH (’A), 'i) pour eonstaler cpia la Ibucdou 

ij. V*’ ^ Vi ^ **• ^ J*’* * 

n 

esl iiue soltiti(iU de ( C '/t'st (raillcurs aussi tn Idenuueul luu^ so- 
luliou de '(H) (aunuio y, dou<‘ H y cl y c^st hieu uue solution de 
I,es c^cpialiouH el {/|8) soul done (kjuivaleutes. 

I Ell Vile des appIieaticHis luiimH'iques, il y a lieu tl*ob8ervor que 
Ton ohiieut la IniusformtV en ).'* do rtkjuation I) ).) o relative 
an noyau K s,t) eii i^galant h le « d4t€nTiiria’Ul n dli iioyaa 
n f< > i 8 re i te t‘o K „ ( / ) j . 

Or, il arriv(* dans uu grand nciiuhrc (rappHcations que le 
uovau K (.s*. /) 4iant inlini en certains poinls, on pent Iroiiver uue. 



i/kouation Die KnKr)not.M 


valeur de ^ pour laqucllc lo noyau reit^m K,* cst l)om6. Oi 
'done ramcnc au cas pr6c(5dcnt. 


14. — La discussion dcs cas— ((ui sc rencontrent frc((uen 
'Cn Physique — ou ccllc condition sc trouve rcalis^e sera, ('c 
rement k ce qui avait lieu dans lout co (jui pri5t'fed«\ dilT 
•suivant le nombre dcs variables. 

Soil d’abord une inlcf^u-alc sirnph^ ,Voa.s‘ sttpjUKsrrons t/ue 1 

n'est injini qiie pours r / rl rornme » P^*^**' d 

soil inlcgrable, il faut d’aillenrs ([uc a (pii est « <>, stnt ► i . 
preciscr, supposoiis 

M 






oil II (.S', 1) cst une Ibnclion bornic inlcgrable. On a 


„(.s*. 1) ^ K (k, t) K f/r. 


Si M est la borne supfirieurc de |H(^, t)\, on aura 


IK, (5, 01 


1^. tl* 


Or posons 


sj } t(i 


I'int^gralc deviendra 


Done : 




I*, !s I 


ou Pj est un nombro positif lixe. 
De mfime, comme on a 


Kj (*, l)~ f Kj, (n, t) K. (t, t th 


on aura 


1K,(.S'. T)| • ; vjs 

ct en griic'ral 

\K[^. h\ < \\U - 

Soil alors ti h (ireiuier outier superiour i\ ^ ^ (> i) ; on aura’ 

/f ~ I — /la ::■* o. 

Dane PJs — /r* sera horu/^ {vX \\r h — 

|)e sortr (ju(* !e noyau {le r('‘<{ualion (VS) nera (ini. 

Kn parliculier, .s! fi . ’ * , il .suHira do [U’endro n = *i. 

15. ~ Duns ec‘ un'^rne easa-:;; M. llilhert a donna un* 

ruoyon al(^*gant do trailer tlitrclemvnt rr([ualiou eu inodilianl 
la unHhode do l‘'r(*dhohu pour \e oas trim no\au (ini. 

n s’ngil do lourner la diflieulle provenant d(' co (pu^ les tenues 
dos diagonales prim!i[»ale8 des dtMonuinantH 



soul Inlinis lauf lo promior commo «5tant %auic k 
K(i,, f,), ... K(.f«» «„)• 

Pour r<‘la, M. Hilbert rernplaco la fonction dorm6e lv(>, /) par 
one roneti(ju KoIa*, /) t^gale parlout k K {Sf 1) sauf pour I oii 
Ton proud (.s’, .v) o, 11 <*.sl luanifesle quo la nouvello tkpia 
lion int<%ride obtonuo sera eiUi&roment ckpiivalento k la preiui(>ro, 
car une inbigrido simple no change pas do valour si Ton change la* 
valour do la fonction t\ int%rer on im seul point. 

Ihi opch’ant ainsi, lesnouvellos expressions do I)^‘^ et do I)(X) 

i\e coniiendront ((ue des termas linis. II resla h monlrer quo quoi- 
cpio 1) no soit pas hornc^c, cos deux series .sont convergantes. 

ICn anal, considanms par oxainple ce qua deviant 




r/RQ»UTION I>K FUKDtIor.M 


En sTipposant cVaborcl ,s', > >• ... " 

ia premliro ligne clc cc (lel(‘rii)iiiaut (voir lonuulc Vj 

la sccoiidc par [(.s’l 1 {s.x .s) ^ | 

Los Elements du delororuiaiil ohtium n 
rieurs, en valour absoluc, h uii nonibrc liv(^ l\ D ap 
tdc M. Iladamard (n" 9 , p. 02), on a doin' 


k(*‘’ 

. 

.. if, A 

\Sl, 

. 



{^11- 




.yV. 




‘dans le doniaino I) driini par l(*s inogalilds h . ,s'j • 
Or, Ics inldgrales d(‘. |K| dans ebacun (b‘s n 1 d< 
,gucs a I) oblcnus (‘ii [)ci'niulanl I(\s ,v, soul qodos. I 
>ral Uu do la serio (/ii) (pu rcprosenli' le « drU*!*; 
-rclalif k K„ cst done au plus 6gal a 


\ I ('Sl 2 ■'•/l 1 ) * “t“ (*H - I *n) * I ' (■'<,1 I 

lla clmngo.nienl <lci vi\nal)lc,s lei ([IK' s, - n i [I, 
-ccUc cxpros.sion k la I'ornie 

"I,, 

•oi'i I„ rciwAsento I’int^rale qui figtire (Inns 
-avi domaino i > s, > sj ... > ji„ o. Le. t-alcnl « 
-quo Ton i)cut Retire I, < ou A est uu n 

sortc qu'on a pour le termc gt^ndral n„ do I> (i 


(*) Voir llilhort, GniruhlUje GMimtjet Nmhriehitm ( 

^ 904 , I left I, p. 8 /|, 


()3 


l/lOQUATlON IH5 FKRDIIOLM 


(jounne a -< * , \‘'^\un\ s6ric D (X) csl ahso- 


lunKuil M, Poiacare (^) csL parvenu k cieadre le 

procuVle (1(‘. M. Illlherl aa cas on a esL im aombrc quelconquc 
i'oaipris (ailre o el i. 11 arrive an resullal suivant : Soil n iia ca- 

li(M' (jut^leenqac supcuiear a ^ appliqucr les 

forniul(‘s d(' b’redliolai (/|(>), (^ii)t (43j, (/ 17) coaiaie si le noyau 
l\ (.V, /) (‘tail liai ponrva qu’oa ail soia do sii[)pri(ucr dans Ic d6ve- 


lopp(‘m(‘nl de e!ia(|ue delcrminanl k 
Icnaes (pii stval dc la Tonne 


(; 




lous('.eu\ dcs 


:t : K Sjj) . K (n^. x.,) ... K (x,,. Xj,) . K x^) 

oil l('s inilicos 7., fj, y, ... f}., r/. ronucnlim cycle de n -i - i Ictlres. 


16 . . ■ S’il s’a^nl d*(Vjuaru>ns inlef^u'nlesdc la Tonne (i')(p. /i),oa 
adnvelira - pour horner toujours a\ix seals e\ein]>l(‘s vraiaicnl 
usucls quele aosau p(‘ul d('venir ialiai lors(pi(‘ les points M, INlonl 
il depend eoiaridcnl. el sealetiuaU daas ec eas ; que, de plus, il csl 

alors de rordn‘ de a tHanl encore ua exposanl conslanl cl r 
r 

desigaani la distance MP. (ada revienl tlir(‘ — si, par exeaqde, requa- 
iion est i\ deux variables, de sorle (|ue M esl defini par deux ('oor- 
<l(inn(^(‘s .Vp (d P par deux cciordonaees /j, — (jue le. noyau est 

d(‘ Tonin' de x’ 

(lecas s(‘ra eludie dans un<‘ note A la (in <lu noIuuk', (noU^ A, 
p. I 1 ), on nous dernontnM'ons cpie les nuHliodt's ex|H)seesau n“[)re- 
<*edent nbiHsissoul pour a < *i si, comma nous venons dc le sup-” 
poser, le nombre des variables esl de deux. 

17 . fetablissement de quelques formulas. — Nous nc nous 
Htunmes pas occiqHis encore du cas exceptiounel ou X cjst egal k 
une constante caraclArislique dn noyau K(x%/). Pour y arriver, 
nous commeucerons |)ar le cas dcs rihjmtian inUUjrah homoghie^ 


[^ } HcnuirtfurB divt*rsvs sur l^dqttnlltm df Fredholm. Aria Mathomalica, t. IH, 

ICUO. V. I'b 
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C/’i 

colic qu’on oblicnt on sn[>i)osiiiil dans |>. : 

11 nous sera noccssaire an|)aravaul d otalilii t[u<‘l( 
’Pont d’abord, on lir(>. cv'ub'tamont d.'s .l.'.vcl 
(4i) (valablcs cjucl quo soil >•) 



Cl par suite 



formulo qu’on poul ('orln* aussi d’apit's ('id 


(5oW“) jho)?l)(X) Kv<. s. 'Id 


18. _ La fornmlo (rx)*"") pernu't a'rtahlir Ic «l 
vant les puissances dc ). du lofrarillime tlu drte 
en effet, on utilise poiu' K(.v, .v, /.) le dr\«dopp 
notre premiere in6lli(Hle» v esl a-dlrr erhd iju 
formulo (8) {if 3, p. dp) (‘U v chanKcaui K n 
— XK (. 9 , /, X) (ra|)reH le n*’ 11 !1 ^ieut I ) < 

petit epic le niodule ilu premier zero de 

(So'"'*’) -- , 1 <>K lK^)t I i X I 

-hX»‘ ' I K,,' -’ON) <1.1 ’ 

D’ou (puisque 1) (o) i ) 

' 1 ': f" 

mmmm n ^ I 


19. Tni%()UKME. — Si )! vs( line etmslanie 
XK(,s,/), ceslj pour f/aelque painl (sj), nn pn 
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("ar pour fpi’Il cn fut aiitrcmcal;, il faudrait quo (quels que soient 
/) y soil racinc do I)^'^ X ^ el meme racinc d’nn ordre de rnulti- 

plicilc /q an luoins ogal a Tordre do muUipUcite p de ^ considcre 
r.onjiHH^ racino de l)(X). Or on lire de (5^) 



Si on fail dans <’ell(‘ idenlitr X X', on aura 

(W‘ ' (s '' ■■■ 

ol [);ir suite 

,[•^11 ■■ ■ ® l>OUrX r-: X' ol /l = 1, 

Done 

I-'") /' ■•/'. I * ■ 


111. IH'lSOMiTION 1)K I.’l'Kjn.VrtON IIOMOCI'INK 


20. -- (Xmsidc'rous inaintonant l’(‘(|unlion inlof^ralo liomogcnc 




Hx) 



Iv (s, l)ff{l)dl 


o 


cVst-a-difC lociualioii (i'"', p. ;W) ot'i I’oii siipposo lo. I.cniio. <-oiinu 
/■ ,s- i(l(‘rUi<iu(MU(iril mil. Klla admol ('vidcmiuont la solution 
f(s) o. Si X n’csl pas uno cuustanto ('araoleristinuo, Ic lliooriXuie 
J'oiidaiuental du n" 11, nous appreud epic c.elUi .solution ost la 
souln. 11 suflil done d’cxaniincr lo cas oii X esl uncconstantc carao 
kVistique. 

II est (fabord evident qnc .s’il exi.ste une .solution non nullc de 
lequation, il en cxislera une inlinite d'autres qu’on obtiendrait 
en nmltipliant Tunc d’ellcs par uu faclcur num^rique arbitraire. 
11., .xAmn fin/, «’il ftvisie iilnsiours solutions lindaireinent in(I<5- 


celles-ci sera aussi line sohUion non idenliqticnnenl 
probleme d’existence qui cst rcsolu par le th&rrui 


21. Tni<:()unMM. — Si X' est me constante car 
noyau K(,s*, t), T^quation int^grale homog6ne 

( 53 ) 9 (n‘) )/ I K (.s\ o 


admet au moins une solution ^ (s) non identiquemen 
En eilct, d’aprcs Ic 19, la (‘onslanle faracti'ri.si 
pole do la resolvanlc K (.s*, /, ),) (Tun ordre r an 
riiaitc. Nous ponrrons done (‘(U’ire (*(‘t(e resolvant( 


(53) K(,s'J,X) 


9, (•''*, 0 , 

(X^:. X)^*''^^“(V. X/ ‘ 



oil (,9, /) cstcertainernent non idenii(|uemetU nnllc 
est une fonction do X qni est holornoriilu'. pres do ), 
Nous utiliscrons maintenant la relation (i(») eri 
sa r6solvantc sous la forme 


{54)>-K(6-,/)4-K0s',/,X)^X~X') r K(,v,T)K(T,/,X)d: f a' ( 

Jn ,/,i 

-■(X . V) K(.s‘.T,X)K(..0,/t | X' r 

Jn 

Si nous subslituons ensuiK^ Fexpression do K (t 
(53) dans (54) nous pourrons idenliliar les coefficiei 

(X' ^ X)-^ (X^ X)-\ (X' X)--; 

La derniire des relations ainsi ob tenues sera 


(55) 0,.(s, l) K(St i) (Iz 

Getle fonna-nk.nouamontre qn en ckninaat A i nn 
.cwque oomfnase entee^n^et 6, la ibneliott fr(s^ 1} v4 
■ ( 42 ). Or pas une fone^a. Mtoliqui 

et t, ibexiste au noioins une valeur niwu&riqpe 's < 


a ct b t^lle qiie (pr{s^ 0) soil nne ronclioa de s non identlquement 
nulle. Cette fonction elant soliilioii de (Ss), le tlieor^sme est de- 
mon tre. 


Co llicorcnie est iondaniKMiial. 11 pent en effet s’eiioncer ainsi : 

Si le (Ulermiaani (tune tkjUdlion de Fredholm est mil, liqimikm 
hornoghie correspondanle a (ui nioins am* solulion non identiqae- 
mend, nulle. Si au conlralre, le determinant est dHVerent de zero, la 
fornmic {f\q) s’appliqiio eri |)articnliei' si /(,s‘) est identiqucment 
ntillc, quand on y prend encore pour (p(.s‘) ime solution de reqna- 
lion (i) qui devient homo^-cne puisque/(,s‘) ~ o. Kile inontre que 
.Vi D(}.) ;zf o, kmte solulion de ttkjmdion iatiijrale homoghne est 
identiquement milie. Kn rapprochant cos (5nonc6s du th6orfeme fon- 
damenlal du 11 , on a la proposition suivantc : 

Pour que T^quation de Fredholm admette une solution 
(fouruie d'aillciirs par la i'ovmnle hq), il faut et il sulfit que T^qua- 
tion homoghne correspondante n’ait pas d’ autre solution que 
z^ro. 

On a ainsi pour etahlir rexislenca^ ou la non existence (Tune 
solution de r(k|nalion avec sec.ond memi)r(% un procikle souvent 
commode en <‘-c qu'il evite le calcul du delenninanl. 

On voit que pour s’assurer que Ic determinant I)(X) est dide- 
rent de z6ro [que par constkjuenl la imUliodc des num(5ro3 prece- 
(ienls est valuble et Iburnit vine solulion tiiiii(|ued6rtkpiation(i^^'*)], 
il n’est pas nticessaire de calader ce tyhrrminant. Il suflit de cons- 
lalcr que pour la rnSrne valeur de X, rtkpialion horno^ene corres- 
[H)ndantc ( i'*') rfa pas (raulrc solulion qu{‘. zero. Cette remarque 
sora d'unc application (x>nstant(‘. dans la suiUx 

Hemnrqae. — Nous avons oblenu plus haul dans le cas ou X est 
h line conslante caracterislique X', vine solution (.v, t) de 
r^quation bomog&ne (5^) qui cMpeiul d\m parami^tre arbitrairo 1. 
Il y aurail done une Inlirut^ de solutions, ce qui ne saurait nous 
tUonner (n'' 20). Mals nous moiitiwons plus loin (n*‘ 24) qu’on les 
oblient louU^s de la luanifere indiquee pr6c4demment (n'‘ 20 ) ou 
d’une manu^ro plus precise, que loute solution de rckjuation (ba) 
est line combinaison lln6aire etlmmogteede solutions lin^airement 
ind^pendantes en nombro au plus %al (n® 25) au degr6 de multi- 
plicity de la racine X' de D(X). 
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22. — Lc thforcmc que nous venous do (leinoulnn* s’applicun* 
encore aux cas oii le noyau doA’icnt infirii, tels (|ue nous Ics avons 
vis6s an n” 14 ; c’csl-a-dire qne dans cos <'as, ou hien Tecpialion 
donn6e a line solnlion fonrnie par la nuHhode du n‘* 13 on l)i<‘n 
r^quation homog<!‘.nc correspondaute a uiu‘. solution non null<^ 
G’est en cflet ce qni a lieu pour recpiation ( /|(S) el, nous avons \u 
que celte dernicre est cquivalenle a la pro[)osee. 

On etendra cgalenient ce resullat h la uKHliode de M. Hillxut 
(n" 15). 


23. — Pour Irouver le noiuhre exact des solutions de Prcjuation 
hoinog^ne (5^) [)Oiir chaque conslaute (‘aracU'^risrHjue )/, on a recours 
aux minenrs du detenu inant D 

On appcllc ainsi aver M. Fredholm les serie.s 



On voit comme pour les series (/lo), (.^|j , (pu‘ si K (x, t est home, 
la seric (56) est uuironn6ment eonvergenle, cpuind les s, / varient de 
facon quelconque datis [a, h) et (pie. X a uue vahuir iixv (pieleoiupie. 
C’est done une Ibnction enliere de A cpd t*st continue^ pur riippcud a 
{sk> 6i)j ^ ... p) en tout point ou K (s/,, hi) est continue. 

On tire do la foramlc preeedente pin Ton reinplnt'e t, ... t„ par 

f l* •• • \ n)* 



Don cn comparant avec (/» i) 


l/ EQUATION 1)E FUEIHIOLM Gg 

Dcveloppons le clelcnninant 

K(5 i,^)..Jv(Si,QK(Si,Ti)...K(Si.T„) 

par rapport j\ sa preniiore ligno et intogrons par rapport a To. ...t„. 
Nous aurons 


<“) ''(:':,i;::;::t'’:::::::::) 


h }> 

\ 

h ■ . I 


/:-/>(;::£ ::;:K: 


h n 


-t- ^ t— ' 

ivG'vx/,) 

hz . l 


^i***”^! ••• 1*^/1 1 I*'** 

-T. ' 

^'7 1* y fl* fl)l* 

■1 l’*^A 1 1 '• 

» ‘’Jl 


Mais en raisarit pass(*r la (/> { - h r)itNnio ligno an proruicr rang 
(Ians Ic <l(U(‘.rtuioant. <pjii llgmc dans facToIadcj, on veil (pdcni n'lupla- 

<;ant li'is variahl(\s <rint(%ratiion ■t;, m» "h "u par'^, 

sa valeur d(‘.vi(‘ndra la im^nic (pud (pic soil A, d(‘, 8orl(‘ (pic'la d(‘Uxi(Mne 
parti(‘. (In st'cond incniihri^ dt^ rcgalilc dcvituulra 


\l I,' 1. 




MnUiplions rnaintenant [’('galiU' ohUnuu^ par 


A)- 


c^t faisons la 


sonunc dtj la st'ru^ ohtenno cn portant dans (56) ; nous aurons 


A ::= p 


7 A 

\*i» ‘a* •••» */' / 


(5!)' 




-H). 





7© 


INEQUATION m FBEimOLM 


En operant avec une des p premieres lignes atTtres qne la premihve 
dans le developpeaient de (58), on aurait cie inline obtenu 

- \C ''-O;: ?: t:: z: l; 

En operant dc nniine avee Ics colonnes, on voit qu’on aura aussi 


(Co) 


k=:p 


'vCT;:: 

(Ci) 1 = 2 <- ')‘| I), J i) 

‘ h ==: I 

+\C 'iXV,':. t*)*- 


h — P 


24. ~ Heprenons mainlennnt IWjnalion int(^g;rale liomogc'me (Btj), 
X ^tant 6gal unc constante caraclerislique )/. St^it done l^(X') “ O. 
Nons avons dojJi observe ([ue si ru(|ualian 

(63) cp(8) — X' K (.f, /) ?p(/)d/ = o 

a q solutions ^l\(s), ...» '!v(^), la fonction 

(63) c, <l', (s) + c, -h ... -h (s) 

sera aussi une solution cpielles quo soleitt les cons tan tes Ci, c,,. 

Nous alloms donmer une iiouvollo dif^.wioiiilratioo do Fexi^fence d’une 
solution de T^quation (Ca), dtunouslration l>caucc>up plus longue que 
celle du n® 21, mais qui aura PavanUige da nous donner Fexprcssioin 
g6n6rale de toutes les solutions possibles. 

Pour cela, utilisons les formulas (53), (5/i), (55). Comma D(X.) est 
une fonction entic\re %ale li i pour X r- B'(X) ii'eiJtt Kbentiqua- 
ment nulle at par sutte les quantit^s 



L EQUATION J)R FREDHOLM -y I 

he sent pas toutes nulles pour la valcur X = X'. 11 resullc alors de la 
fonuulc ( 57 ) quo Ics fonclions 


(64) 



no son 1 . pas toutes idontiquement nnlles par rapport aux s et aux 1 . 
Soil q, I’indice do la premiere do ces lonctions qui n’est pas idcnlique- 
ment iiulle. Nous ullons niontrer quo loute solution continue do 
lequation hoiuogcne (tie.) cst de la forme ((> 3 ) ou <l>,, ‘l>^ sonl 

q solutions lineairciuetil indc'pcndanles — ij otant le iiomhre que nous 
venous do fixer. — Ku cllet, il’apres ((io), on aura 


(05) 


;n') 

V O' '2 0_1> '!, 0| ,, I,, / 


Pnis(|uc 



7^ X' 


0 


on [)cul, sn|){)os(U' a [)artir ile maiulunanL ([n’on prouno j)Onr les ,s‘ ct Ics 
/ ailcclcs (I’indic'cs, non pas ties ([uanlilAs variables, inais des valours 
imnieri([ues dotcnuin 6 es s\ t' Idles (pic Ton ail rinc'galiU'^ mun 6 ri(juo, 



Dans ces (aindillons, on voil (pden posanl 



la foacUou sera un(‘ roiu'lion conlimu^ non identi(puMuent nulle, 
(pii <ra[)r<‘s ( ()b) V('ri(icra riajuation liomofi(‘ii<‘ ((»a). 1 1 en sera de 
uihne d(^ Ionic ibnetion obi (nine on ninlii[)lianl (p^(.s') par nnc cons- 
taulc non nulle. Nous ulilistjrous Ii\h fonclions 


(<>7) 




ft ft ft 

LI J,- * * ^ *' , 1 1 






. {\ 




(1- ^ a y) 


(jonune solutions de ri5(|ualion lioinoginic. 

II cst facile do prouv('r, avec M. Plcmelj, quo. ces q fonclions sonl 
lineairciucnt iiubqKuubudes, e’est-a-dire que si Ton a ridentilc 

(1)8) /, <I>j (n‘) 4- ... -H I, I (&‘) EEI O 
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ou /j, I, I sont des constantes, ces constantes sont necessairement 

toutes nulles. En effet, d’apres la definition de 4 >i (s), on a 

4>.- (s'i) = i), <^i (s'a) = o pour i ;2f A: et i = (i , a n). 

En faisant maintenant s = s\, s'.^, s', dans (68), on obtient sue- 
cessivement 

' " ■■■ 0| 0» •••) 0» 

II reste a prouver que toule solution (s) de T Equation (62) est de 
la forme ( 63 ). Pour cela remarquons que la fonction de s 

(69) tfo (s) — 

etant identiquement nulle, il en sera de m^me de Texpression 

(7°) 3 ?o (0 — ^'X “o W j 

OU g(sy t) est une fonction continue quelconque. D’ouaussi, enretran- 
chant les deux expressions (69), (70) 

o = ®o(s) — K(s,0?o(0* 

OU en permutant les notations i, x dans la derniere integrale 

{71) 0(,(s) — X'X** n (s. <) <Po (0 dl = O 

avec 

{72) H{s ,0 = K(s.<) + ) 5(s. t) - I'f!' !/(*’^) (• 


Servons-nous maintenant de I’identit^ (61) pour i — i, En y rem- 
plaQant p par q i, h par /i -4- i, X par X' et, 6*i, par s, 

s' hi t'h* elle devient : 


(73) 


h=i 


Or, prenons en particulier pour g (s, t) la fonction 


g{s,t)= — 


^«4-i 


/S, S j y S 2* 
V/ i’ t' 

j > *■ 2* 


D, 


(s\, s'a, . 
V*',. t\, . 


:Ls— 


,« X 


') 



L EQUATION DE KIIEDHOUI 
L’identilu prdc&lenlc devicndra 


73. 


I ? 

y(s,x)K(T,e)dT=-K(s,<)-hV K(s',.. 

A=i 

Kt requaliou (72) pourra s’< 5 crire 


h = ,! 


II (s. /,) - K (s. 1) - ) K(s, «) - ( 

^ /l = 1 ^ 


V 




lOn porlant dans (7i)t on voit quc 

h == y 




li i;:=3 I 


I)e sorlc (pi’en ddjlhutivc s'expriine hien sons la forme (Oi^) cn 
prenant pour conslanles C|^, les quanliles 

(74) k (s',.. 0 (/) (U. 

Kn resume : SI X n'est pas uae conslanie mractirisliqne, l'e(iuatlon 
Jidnmime de Fredholm n'a aacuiie sohilion aonlitiue non ideidique- 

rnent nulle. 

Si X esl hjal a une coriBlanle caraclerl$lique X', rSquatlon homoghie(i\!i)y 
a une injinile de solutions eonttnues non idenliquemenl nuUes^ et si q est 
rinniee de la premiere des foncAions { 6 li)qui nes^annide pas idenliquemenl, 
toule solution vAintinue est une combinaison Unmire de q foncAio ns continues 
linmiremenl independanles donnhs (') jmr les formules (i)q), 

D’aprtiS ee <|ui pr 6 ci 5 de* it existe une injinile de syslemes de fomdions 
continues tels ((ue toule solution de rhfaalion inUgrale homogene (Ga) soil 
une €ombinais(m IMaire et hornoghne des fonetions 0^, 0^, ... 0,^ apparte- 
nant h Van de ces sysihnes* (II suffit en ellet de prendre pour 0,, ... 0^, 
q ('oinbinaisons lineaires. homog^neset indc^pendantes des fonetions 
Nous dirons que 0^, 0^. ... for meat un systkme de fonetions fondarnen- 

tales corresq)ondant d. la consiante caracASristique X^ et au noyau K(s, t). 


(*) Uoimarquons quo la coridlUion (66) oat la scule ienpos^e aux quantitdsi 
s', t' ; do sorlo quo los fonetions d<5pendront en g^ndral de a y param^troa 
(du moins en apparence). 



l’equation de frerholm 


Ik 


25. Remarque. — Le nombre q des solutions independantes 'varie 
avec V \ on I’appelle V index de la constante caracterisl ique X'. D’autre 
part, V etant racine de D (X), on pent definir son ordre de multiplicite 
P > T* 

Or, nous savons (n'’ 19) que X' est (pour quelque valeur de s, i) un 
p6le de la rc^olvante K(s,/,X) : soit r son ordre de multiplicite. On 
peut determiner exactement 9 au moyen des ... Nous aliens 

\oir qu’il suflit de connaitre r et p pour avoir une limite superieure 
•de q (1). 

En effet, appelons p.^, ... les ordres de multiplicite de X' pour les 
•fonctions Dj X^ , X^ ... On a d’apres (56) 










D ou : 

p/cf i ^ Pk — 1* 

D’oii : 

P2 <Pl — •••» P 2 -I < P 2 - 2 — 1, 1 < p^-1. 

En ajoutant les inegalites, on a 

1 < Pi — — 2 ) Pi > ^ — 1 • 

D’autre part, d’apres la definition de K(s, t, X), on a 


D’ou : 
•et enfin 


r=p—pi. 


r<p — iq— 1 ) 


( 74 *^) 9 < p — r -+- - 1 . 

En parliculier, puisque r>>i, q p; on a d’ailleurs par defini- 
tion de <jf, 7 >> 1 : done k une racine simple de D (^) ne correspond 
qu’une fonction fondamenlale. 


26. Resolution de I'dquation integral e smspniitoe avac 
second membre. — Revenons h T^quation. int^grale avec second 
membre mais ou nous supposons que X est 6gal k une cons- 


(i) H.-B. Heywood, Thhse, p. 16. 
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tante caract^ristiquc X'. Non seiilement le raisonncment qul nous 
a Iburni Fexpression (47) do la solution de F 6 quation n'est 

pins valahle, mais cette expression n'a plus de sens dans le cas 
actuel. Nous allons montrer qu’il n’y a pas alors en general de 
solutions continues do requation 

(75) V r K{s,i)o{t)dl: ^ f(s) 

J a 

si f{s) est lUK^. Ibnction continue qiiclconque. Mais il csl Evident 
quo s’il y a unc solution © (.v) de cette equation ct si 
sent les solutions independantes de requation liomogine corres- 
pondante (G'i), la solution la plus gcn 6 rale de (75) est de la forme 

cp(.v) -H Cl 0^ (s) H- 6,^(s) 


on Cj, Cji, sent dos co ns tan tes arbitral res. 

Pour tUudler les conditions d’cxistcnce d’une solution de (75), 
nous allons introduire tdtiwUion assocM^e a F 6 quation homogfene 
; CO sera par d 6 fuution requation 


(76) 




K{t, s)ip(t)di~o. 


A cliaque solution X (.^) de cette Equation correspondra unc con- 
dition de possibilitd de r6quatlon donneki (70). 

Su|)posons on ellet quo Fckiuatloii (75) ait une solution continue 
f(s). On aura en multipliant par y (s) et integrant 


f ~ f o (s) 'I {$) ih — )/ f f K {s , 0 ? (0 Z 

■ ij ? (*) ) X.(s) A I rfs = O 


raccoltdc 6tant nulla par definition de5((^) 11 faut done quon ait 



c= o 


ce qui n’aura pas lieu pour une fonction f{s) quelconque. 
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27 . — Pour rcfjuallon (76), Ic cIciLcnninant D(X) est Ic in(^iuo 

quepour Pequation (62); Ics fouciions ... I)^, X^^ 

pour (76), s’obtienncnt en perinutant Ics s avec les t clans I(‘s lonclion.*^ 
correspondantcs pour (62), II en resulle qne si X (\st ef!;al a nne con.s- 
tanle caract( 5 ristiquc X' dc ((>2) corresponclant a q soluliotis rondainen- 
talcs, X' sera aussi unc constantc caract^risliquc do (76)) (pii corres- 
pondra a q solutions analogues aux <t>,- 


( 77 ) 




_ /s'i.s'i, ....s'i-i. s'i, s'<i 1. 

])/«'. 






V \ 

I'. 


’) 

■) 


(on Pcxpressioii D,, csl celle qui rorrespond (76) cnnirnc^ juscju’ic'i). 

Soient^j, y,^ nn systeau^ de IbnctionH forularnc'n talcs de (76) c'or- 
respondent a X'. On aura d’apres le ir 20 h$q ('onditions d(‘ possibilitc 


Supposons niaintenant que la fonclion f(s) salisfassc^ a ccs q condi- 
tions. Les 6tant des coinbinaisons lincaires des/i, Ics conditiocis (78) 
peuvent s’cWirc en rcmpla^ant l(\s yj par les M'’,. 

Gonnaissant d( 5 ji la forme (9), p. 3 (), de la solution unicfuc, dans le 
cas ou X n’est pas unc constante caract6ri8ti<juc» il est natund dc. cher- 
chcr si Ton pourrait trouver une solution de rt^cpiatlon (70) (lui scrait 
de la forme 

(71») ?W /I.S-) V/'' (i{Hj)f(l)dl 

ou G {s, 1 ) est une fonction a detonniner. 

11 laudrait pour cela cpie Ton eut [en substiluant cettc expression de 
o (s) dans (75)] 

. o/m ~ K (». i)fm 

ou 

f'' I ''Ja' •" “■ 


Si X' n’dtait pas une constante caracUuistiqne, on satisferait It cette 
Equation en clioisissant pour (1 une fonction telle ejne Paccolade fCit 
idenliquement nuUo, il sulTirnit dc prendre pour VG la fonclion rl^'ci- 
proque de X'K et on reloinbcrait sur la fonnule ( 47 ) d6jlt oblonue. 
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Mais, V etant une constante caractoristique, et pulsque nous admcltons 
les coaditioris (78) realisees, il suffit qu'on puisse clioisir G de 
quo I’accolade soil une comhinaison lineairc des (a coeflicicnts 

indepcndaiits de sinon dc s) pour que I’idenlite (80) ait lieu. Or la 
Ibrinulc (Sg) pout s’ecrirc pour p " q n- i sous une forme analogue 
a (73) 

/t— I 

Oil cn tenant coiuplc de rexpression (77) dcs 


(81) \i{s,t)- 


V’/ (-h V / k(.s-.t)-- V 


hr-,, 

V (— I)'* K .(t)- 

I 


Done en prenanl 

(8«) (!U,0- 


As. s 

V V 

‘ V. i 

\ 

• 

i‘' V 

n*'.. 

^ 

(Ho) 

e rtkluira a 


jmmd . ' 

A r t 

d’apros (Hi) ct (8a). 

Kn r 6 suiiu^. si X' esJ iiiifi constanle caraclerisluiue, l'h]aalwn avec se- 
cond iiiemhre na pas en (jhiiral de solution. Poty- qu'elle ail une 
.solnlion continue, il faut que f \s) satisfasse mix q conditions 

(S3) C /(*)/., (s)* --= 0 . ...jJ' = o 
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oil les Xi forment un systhne ^ solutions indSpendanles de Vequoitlon 
homogene assocUe. Et alors il y en um inJimtS donnSe par lu formale 




■^'L /(') - ;V-"’ /' (A- 


/t = 7 

^ Cl, (^IL (s) 

A =a I 


oil les 0/4 soiit les ([ solutions independantes de V^.qiiation donnee privee de 
second membre. 


28 . Rcmanjiie, — Nous avons vu qiic Lotite constantc carac- 
tcristiqiie X' de rcqualioii (70) (‘tail, constante caract6risllqnic do 
['(iqiiatiou associcc (7(i) (it quo \o. noruhrc dcs solutions Un6ai- 
lenunU indc^pcndantes de. ces deux iqualiGtis intdgrales homo- 
genes. 

On pout montre^r (jn outre quo si deux sohitious respectives do 
deux (Equations int6gx‘alcs as 80 ci 6 c 8 nocorreapondent pas la nu'^ino 
constante caract6risti(juc, ellc sent orthogonales (voir n'* 7 , [>. 8). 
Gar si Ton a : 


6 («) :X'J^ 

V(s) 


on aura 


r 0 (^) Uf («) d$ vy r r *e (s) K (/, s) 'F (0 dtds 

J a J a J a 

r r W{s)V.{sa)^{i)dlds. 

J n Ja 


Op la. 4 €Miiifere iaMgrate deviant ii la ■pr6e-6(idii-te qjmad on 
y peitnirteles vatiaMes d'm^^ralfeiK Le pmemier' memhre' €tant 
nul, avec V — X" 7^ o, les fonctions 5 , sont Men orthogonales. 
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Cas except! onnel de M. Picard. — Nous avons vu (n" 14 , 
p. ()o) quo sous dcs conditions ires larges, on pcut otcndrc la inelhode 
dc Fredholm au cas ou le noyau devient infini dans le domaine d’int 6 - 
gration. On pourrail etrc ainene a |)cnser qn’il est de mcmic facile 
(relendre la nielliode au cas on le domaine d’integration n'est pas- 
borne. iW. Picard a montre qu'il n’en est ricm : non seulement la. 
inelhode de Fredliolm suppose essenliellement qiie le domaine est 
borne, inais les profirietes qu’elle perinet de demonlrer {)euvcnt devc- 
nir conqilelement incxactes dans le cas contralre. Sans preclser loules. 
les partlcularites nom’clles ([ui peuvent sc presenter dans cc cas excc[)~ 
tionnel <'.t pour lescpielles nous renvoyons a la note de M. Picard (‘), 
nous nous contenterons des indications soivantes qiii sulllscnt pom 
mettre en gard(‘. contre une generalisation hAtive. 

Conslderons I’ivpialion dillerentielle linealre du second ordre 

{‘‘^ 4 ) ti’’ ~ pii(l) f{t) 

on 11(1) est la fonclion inconnue ct p une constante donnee, et servons. 
nous (le Pid entile'* 



iNons y nunplac.erons ii{t} par une solution d(* r(*(pialion ((S/|) et i'(/)* 
])ar une solution de r<*qualion 

V" — pT»(/) • O, 

OU p (\st vuH* constante rt'iolle positive, IVenons mAine en paiiiculier hii 
solution 


„[l): . 

(pii d{'p(‘nd (Pune constante arhitraire s. L’i(l(‘ntit<'i (hwiendra 

(p ("/ I’- 

Fn intt'‘grant par rapport A / de co a s pour s ”■ I 1 et dc <s’ a 
-H 00 pour e I, on aura si u{s) et is) sont bornSs et p o 

- w J — m 


(*) K. PicAiu), Compies Itendus clu i 3 ootobre 1910. 
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ei en ajoutant : 

( 85 ) (p-Hi) 

J CO 00 

Prenons en parliculier p i, on voit quc toute solution u(s) do 
(84) qiii est bornce ainsi quc sa derivee est solution de I’^jnalion 


(86) a{s) = (' ^ ?)/_+“ 

iaquelle est du type de Fredholm ^cn posant X r=: * ^ luais avec 
des limites (I intSgvalion injinies. 

Or, pour cette Equation, les pvopri6tes cssenticlles de rt^iialion de 
Fredliolni ccssent d’6trcs vraies. 

Supposons en clFct p ]>* o, e’est-h-dire X alors on pent fairc'. 

p = p dans la formule ( 85 ) dc sortc qu’on a 

(87) U{s). ‘ 

Si donc/(<) est une fonction bornee non nulle, lo second ineinbrc 
est une fonction borinSe (ainsi quo sa d6nv6o premiiu'c), qul est solu- 
tion dc (84) et par consequent de ( 80 ). On a done pour solution d’une 
dqualion de Fredholm, unc fonction qui tiest h)idenu)u*nl pas enifhicral 
rnhoinorphe par rapport an paratnelre X. II y a plus : les sinnnlarith dr 
cette solalion ne dependent plus exelnsivemeru du iwynu eomme dam le 
cas g^nSral (n® 11 , p. 55 ), inais aussi du second niernbre, 

Prenons on elTet par exemple/( 7 ) — cOvS nt, on n est une rons- 
tante arbitraire; on voit alors par un calcul facile <pie le lertno ind 4 - 
pendant de u dans lY*quation (SO) est ici : 


?(s) 


cos ns 


I ji^ 


et que la solution bomde de r6quation lnt6grale 


( 88 ) 




+ " I *— <1 


u{l)(U ■■ 


COS n$ 


l tr 


sera, d’apr^s (87), ou plus simplement d’apr&s (84) 


a(s) 


cos ns 


cos ns 


On voit bien que le p6le de cette fonction de X, soil X ; 


I 


de- 


pend essentiellement de la fonction ^ {$) puisque le premier meinbre 
de (88) ne contient pas la conslanle n. 
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Supposons enfin f(s) ~ o; autremcnt Jit, occupons nous do Tcqua- 
lion inle^rale hoinogenc 

(89) u (s) — X e“ ' ~ 'I ii (1) (It --- o. 

I)’apr(‘s ce qui precede toule solution de requalion 

11/ pu r - o Oil n/ — ( I — a X) n r - o 

qui esl, une rouclion boriuk' (ainsi que sa derivee iij) sera unc solution 
dc (8i)). l)(‘s lors, pour p o ou X \ la foncLion cos (\/'a X x . s) 

esl une solution non nullo de (89). l)e sorte quo toute valeur dc ^ ^ 

pent (Mre considerce (n'’21, p. (>7) coninui unc constanle caracleris- 
tiijue de (89) . Ainsi, conlrairenient encore ?i la iheorie generale (n“ 10, 
p. 54), on a mui equation inUUjrale Jioniogeiie (mais a liniiles inlinics) 
dont les eonsiantes carncterisllques ne i^ont pas isolees. 


IV. I/KOHA'riON l)K I’HHDIIOI.M A NOYAU SYMETaiQUE 

KV i.KS 

DftVKr.OFPKMMNTS EN SEIUbS DE KONCTIONS l^’ONDAMENTALES 


29. - - Etanl donnee requalion di'. Fredholm 

o{s) — X f k{sj)o{t dl: J\S) 

%) a 

on (lit qui‘. son novau XK(,v,/! (^st syniclrujUi^ si I on a 

K[sJ) K(/.s). 

On voil alors ([ue ('(‘tie ('(piation lui dillere pas de sou ('quation 
associ(*e (*i), p. 1 , et Ton coni.'oit ([ue ('C Tail puissc^, ameiier diis 
siinplilications. (hq-h*. pnoision est conlirnuV'^ [)lein(unent paries tra- 
vaux do IlillKU't el de Sclnnidt prirudpalcment, qui ont examine en 
detail e(‘. rm partiimlier. Ils ont (Uii guid(5s par Ic rapport elroit 
entre la qiu'stion acliiellc et la theorie des formes quadratiques 
et dc (( 1 e(|uatiou eu » (^). hni suivanl encore la inetliodc qiiia6t<5 


(‘) Voir par cxoinplo, HncydophUe des sc. rnalh.^ I, it, p. 3(jo. 

aI F'l, I'l'infr T lirtn Krftil l»Alr»i 
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expos 4 e au n‘' 8 , p. /|Q, on voit en cITel que si Ic noyau esl syino- 
trique, les cqualions ( 3 G‘*’‘"), p. /io, on ron reniplace K (.v, /) par 
XK(.v, /) peuvcnt ctrc denies sous la ronuc : 

^ I , a , . . . 0 

<)U p 

oil ... x*u) est line forme ((ua(lraliqu(‘ en .rr,, ...» •/•». I^t le 

determinant des coefficients do j'h lournit ([iiand on 1 

Ji z6ro en y rcmplagant X par une equation (l(i la lorme dile 

a equation en .v » (^). M. Ilillxud. a procodo on sulvaut la methodic 
dc passage k la lirnite, fondant en indnie Unnps la lliecu'ic* dt.s 
formes quadratiques inlinies. M. Sclnnidla ensuite allac[ue dina’.- 
tement la rnfnic question par la inolhodo d(\s fone.tions orlhog:o 
gonales (def. au n“ 7, p. (S i. li’inqiortance do lours resullals 
consisted surlout on ce que le cas du noyau syinotricpn* est Ires 
frequent dans les applications. 

30. Tf!^:oiiEiviE. — Deux solulioiis ^{s), 0{s) (rune ihumiiofi in 
idgvale hornogbne h noyau stymHricjue^ qai corveapondenl h dtuix 
constantes camcAth'isliques dijpmileit /J , 1\ sont orlhogonalcs ('**). 

31. T iiEouiiME. — Ihi noyau aynidlrique rthd nr peui aroir dr 
constaiUes curactrrisliqars iniaginuirrs. 

Supposons en ellet quo Ic dotcruunant 1 ) (^) du noyau syrniV-. 
trique K(*v,/) ait une raclnc Iniaginaire V a f if’j; otanl 
k coefiicients reels admetfera aussi la racin(!i conjugueo X'' -sza—d f'i. 
Nous avons vu que Inequation homogene a au inoins une solution 
continue non identiqiioment nolle 

quand X est egat k une racine X' de D(X). 

Si dans (62), p. 70, on remplace i par — f, on voit epm la 
fonction 

(i) Voir la note do la page prMclonto. 

Cq La proposition actuello pent 6tre considcJrl© comme un cas particuUer do 
cello du n** 28 . 
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€&l) mie solution non, idcnllqnenient niille cle l ecjiiation liomo- 
f'-.enc ]). (i5), correspondant a nne constantc cauacteiasliquo 
y rrr: a — (Hfjcreiile de X'. 

D’apres Ic theoroine preced^.;nt, on a done 

Or:-: / Cp (x) 0 (x) d,S* r.— 1. [ ""f- (/x 

Ja ' ^Jil 

Cl la Fonclion ronll/tiie P“ ■ | ( V- = o(s)0{s) dovrail clre idenliqnc- 
mcnl nulle sans (ju ’amain do sos lai'liairs ne le soil. 

La projiriolo a('-tuclle f^oncralise Ic fail qn’ane (( o([iialion cn .v )> 
a cooriic-icnls rods, iLa pas de radnos iniaginairos. 

Do ce <[uo lo dctcriulnanl l)(X) n’a pas do racm-cs iinaginaircs, il 
no sVnsnit pas ne(‘cssairt^iucnt (pi'll ail dc^s racines roell(\s, Ou 
pent (loniKir nn cxomplo tros sinijihi (Tan no^a^t conlinu reel 
<pii n’a aiK'uni'i conslanU^, ('-arai'torisrapii^ II suflil f' ) do prinidro 
l\(.v, /) : ™ sin ,s‘ cos / cn niduisanl rinliM’vallc^. (//, h) a (o, 9.t:) ; car 
alors D(X)- I, lous l(a Icrrm's d(^ son (lovelo|>|;>cincnl (,D ) s'an™ 
iiiilanl, saiiT lo jirenucr. 

l/o(pialion do Vollorra fomaiil iin aulr(' (‘\o,niplo iniporlanl. On 
volt on ollV'l d’apias h' n“ 7, p. /iS, (pio ('ollo ('(pialion a nno sohi- 
lion ('.onlinnc (pioll('. ([lU' soil la fonclion (‘.onlinno f{s) (d pour 
loiUc Nalonr dn paraim'daa A. II nVn ptnil (dre ainsi ((n<‘ si soivdc- 
i('.rniinanl n(X) n’a pas do racines ividh's. Iin fail, lous l(\s d6lor- 


ininants l(‘ls (pan l\ 'f' ) (voir ronnulc 

‘ \-*'l » ' 

mluils j'l l(‘urs ('hlimnils principanx, on a 



p- 33) (dan I 


32. — ( )n voil alors riinporlanct:. d(‘ cidli‘ proposition. 

'rnKoaHME. “ Toll/ noyau .vjvncVr/r/ac pusshle an mohis line 
coioilanle rarar/rrisliqiie (^^). 


pi Uinwuoa, I„(k\ <■//., p. 3a. Jooni. dci Math. ((?’ soric), t. IV, p. 3i*o. 
i-i (h) tlu'on'um a did thioncd par M. Sclmiidt sous la formo Huivante : touto 
<\<piutiou inhigralo liorriogoim k noyau HyauHriquo coniinu posirfido au moirtn 
un« solution continuo non id(‘ntic[iu*mont ludle. (if Acoh la thdorio do Frodliolin, 
cot (^noncr Aquivaut h colui du Uixtc ct, conifiK* Fa inontrc M. fXaesor, la 
<lrinonslralIon do M. Sohmidl s’on trouvo un pou sinqditioe, 
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Je suppose bicn entendu qne le noyau K (,s‘, /) n’ost pas identi 
quement nul. Nous aliens d’abord prouver qn'aucuri des noyaux 
reit^resn’estidentiquement nul. La (brmule (lo), p. dq, rnonlre 
imm(5dialcmen(; qu'ils sont symetriques et la formule (n) montre 
quesi Tun est nul identiquement, il on est de niAmo des suivanls. 
Soit dans ce cas, Ic premier des noyau \ do ranj^^ pair qui csL 
identiquement nul. On a d’apres ( 1 1) 

K-2,„ (s,s ) = (if, t) (i, m) (iz 

ct a cause de la symetrie 

J a 

11 faudrait done quo Km(x,T) soil identiquement nul commoKa,,, 
et comme m ne pent fetre 6g*al {\ i, no serait jms lo promier 
noyau r 6 it 6 r 4 identiquement lud cl de rang pair. Do plus la for- 
mule pr(5c6dente montre quo non seulement aucuno des fonctions 
Kn(*s’,/) nest identiquement nullc en .v ct /, nmis encore aucuno 
des fonctions Km(a‘, s). 

D'autre part, d'apres la formule on a 



La s6rie du troisi^me rnembre de (qo) cst convergonta pour X 
assez petit (ti“ 12, p.57). Je vais prouver qu’elle n'est pas constam- 
ment convergente, c’6st“-(\-dire quo le [)rcmier membra n’est pas 
line lonction r^gulifera an tout point k distance (inie. (lomme 

D (a) D(X) sont des fonctions enti^res, on an dtkluira quo 

D(X) s’annule pour au moins une valeur finio de aulrement dit 
que le noyau possMe au moins une constante caract^ristiqne. 
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On a d’apr^s rincgalit(5 de Schwarz (8'), p. 8 

->6 nb 


/« K/n 

'*h W> 


(s, 1 (s, tjdsdt 


t)\'^dsdt X 


b rb 


[Kr,4.i(5, t]^dsdt. 


Or lo symctrie clcs noyau x: nous pcrmet de dediilre de la for- 
luule (i i), [). ,H() 

nb 

lVi,(.s, ,s-)= ]i„{s, t)K^,{sJ)dL 

Ja 

L’In6galili6 pr(5c6dentc dcvient done 

U> 2n(s,s)ds ]<r d^ X ij ('S » ds 


on 


D’aillcurs, aucun dcs noyaux. rcitcrcs n’6tant identiquement nul 
’expression 

•// 


jK„(s, s)]2(;s 


cst positive et non nulle pour toutc valeur de n; on peut done 
6crire quel que soil // 


U. 


'' Hn 1 ‘i 0*2,1 


it par suiie : 


I'.,. u/ 


Or dans la s6rie (po) le rapport de deux termes, d’exposants 
impairs succcssifs, est (5gal en modulo i 


X» I 

Uan 


II scrait done plus grand quo i (ct par suite le termc g6n^ral 
d’exposant impair de la s6ric ne tendrait pas vers z6ro), pour 


^ I > 


Vu, 



m 


ll/lliQltUVaMON *)K 


Nous voyons bien quo h sexie {[^0) ost dbverf^^nte de tellers 
valeurs deXet par consequent ([ue le noyau adinel au riujins unc 


constante caracteristicpie comprise emtre - 


33, — rnGbci’che dos conslantes caraclcrisli(iu(^s, autrenienl 
dit, la i'6solution do roqualion 1)(X) - 0 s(h lail par les inelhodi'.s 
Gonnues. ‘On louieioitf qu.e rappikxalioix cU^ runt* d’ellcm, la 
m6thodc de (IniHe, prosenU^ line ainqililicalion notalde. dans Ic. iCixs 
actuel. 

Lc procidc do Or^ilTe (‘onsisle(') a calcnler uric puissanc(‘ dc^s 
racincs asscz grande pour que Kuirs rapjiorts dev’uuun'nL conside- 
rables. Or, ici nous savons ronneiw///vr/(7nc/// l’e([ualion ([ui a [>our 
racines Ics valeurs de X'". 11 suflil (xi“ 13 , p, op) de reiuplaiuu’ 1(‘, 
noyau K par le noyau n^iteuMS Km <^t d’egaler fi ioiVi'o le drtcsrminanl 
correspondant. lVa))plicatioa de la nuUhodo coiusisli^ done lout 
simplement a ecriro cottc 6qualion cn prenant rn suKisaininont 
grand. 

On pwit iBiMiKjtter antti que la d&rionstration pr4%)«<bnlt‘ 
donne nn moyen dc calculcr approxiinalivcnient la (’(Mixitaiiic €*10 
ract( 5 ristique Xi la plus petite cn valour absolue. Imx diet, son 
carre sera d’aprJjs lo n‘* 13 , p. bp, la constant(‘. earacleristi(ju(^ la 
plus petite du noyau reil6re Iv^j (,v, /). Or, lo dtHcriuinanl dc 

celui-ci vd’ifle 6vidernnient T^galito analogiu^ h (po) 

I),'m 4 '>-W=- 


D’ailleurs, d'apr&s les inigalitSs du n** pr/Ma*idont, le riqqHui 
Tf -- tend vers unc lirnite d(5terniin6(‘. 0 .,, : >• o, doin* la scriii^ du 

o-in+Ji 4 u 1 

inembre & poir rayon da omwvgmim qidoii a 


X,* — r=; Ihu 

nssts^ 


11^/1 1 i 


J. Scliur (‘^) a g 6 n 6 rali 86 ce r6sultat de facon calculer Ion autres 
constaates oataei^is%i»©s d© proclx© an praclie. 


(*) Voir Gaiivallo, Ann. Fac. Mencn Toulmm^ t. IH, iHpo. 

m.Maih. Annalen. t. 6 n. innn. r». 
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34 . — Nous avonsvu qiie cliaque conslante caracteristique d’lm 
noyau (|uelconqiic est via pole dc la Ibnction reciproque. Ce pole 
pout elre simple ou multiple Datm le ms on le noyaa est syine- 
triiiac, ce pole es/ loujours simple^ 

Imi clTel, servoiis-nous (Ics notations du 11“ 21 , p, (>7. La m^me 
mctliodc qui nous a fourni reqnation ( 55 ) nous donnera aussi, 
si r y> 1 

X f> ph 

K (k , t) 9,. , (x , <) tft •+ I k. (s , x) 9,. (x , /) dx 

J a 


Multiplions ( 55 ) et cclle idenlite par (;s% i) et <p,.(.^,/) rcs- 
pcctivcment, integrons par rapport a a* do a i h et relranclions ; on 
aura : 


(>»') 



^ (s. 1) 9>-i (s. !■) iix 

K(,s\ (y, l)(h(ls 


f%.Mr / 

i.Oi 


K (.s\t)cp,.(t* t) (h 


ch. 


Quand on permute les Icllres s et r dans la seconde intc^grale 
double, on n'alUVe pas la valeurde cjctte iiiU%ralc et d autre part, 
ellc prend la forme qu’aurait la premiere inlegrale double m on y 
rcjuplagait k (,s‘, t) t>ar Iv(r, s). Par suite do la sy metric du noyau, 
oes deux iiilbgi^lcs Bont c*igales ; si on a soin do siinplilicr le cro- 
chet du dernier terme au nioycn do ( 55 ), I'egalit 6 (gi ) devient 
done 



his r-r,. o. 


(‘) IVoMorw, avoc Korn, K(s, 1) ^ as + pt, a ©4 p 4taiit dos cJonstoEtes. 
portanl <Ian« los oxpnmiouE (/|0), (^ii) de ol da D(X), <» vcAqualos 

d 4 tormlnants (pii y tiguront sont nuls dfts cpi’ils ont plus de deux colonnes. Do 
sort© qua Kfs, t, 1 } so reduit h uno fraction ratiofuiollo ea X dont les lermes 
sont do degrek resporlifs i ot ‘i. Si Ton prond par exemple « = o, 6 =5= i, on 
voit faciloinont c[uo Kfs, X) a, en g^nc^ral, deux p 61 es distincts qui so r6- 
duisont ^ un pf)l6 douhlo on X pour p =■ — Sa. 
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De sorte que, ayant suppose r> i, on obtient cpr{^^ 
contralrement a Thypothese. 

Remarquons qu’il ne faudrait nullement concluve de ce < 
chde que le denominateur D(X) de 


K (s, U 1) = 


1 )(X) 


n*a que dcs racines simples. An contraire I’ordre de mulli 
d’une raciiie V de D (X) est d’apres la formula (74^'"), p 
molns egal au nombre q des fonctions fondamen tales. 
M. Hilbert a demontre r( 5 galite de ces deux nombres : p 
Ce fait fournit une nouvelle analogic avec les proprl 4 tes cl 
de Tequation en ^ i racines multiples. 


35- Developpements en series de fonctions fondam 
Normalisation des fonctions fondamentales. A chaqi 
tante caract^ristique )/ correspond un nombre fini (p. 70) 
tions lineairement ind^pendantes de TiSquation int6gralc h< 
(62). Nous appellerons ici ces solutions : fonctions fondai 
Si on remplace celles-ci par un syst^me normalise k 
(p. 9), I'ensemble des fonctions obtenu en op< 5 rant ainsi su 
ment sur toiiLes les constantes caracteristiques formera 1 
un systeme normalise, puisque deux fonctions fondameni 
respondant k deux constantes caracteristiques differentes 
orthogonales (p. 82). 

Si on range maintenant les constantes caracteristique 
Tordre de grandeur de leurs valeurs absolues, chacune 6tar 
autant de fois qu'elle a de fonctions fondamentales, on v 
obliendra une suite 6 niim 4 rable de constantes caracti 
rdelles 

(92) Aj, ... 

suite a laquelle correspond un systkne principal, c’est- 
ensemble normalise r 4 el 

(S) cp^(s), 93(5). cp3(s)» 


(1) Voir par cxomple, Goursat. Ann. Toulouse 2 (10), p. /iQ. 
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So 


de fonctions c est-u-clirc lelles que I’on ait 


(93) 


Oji (s) r— . K (.«, 1) (Dj^ 


(l)dL 


D’apres ce qoi pr^cidc, toutc Ibnction fondaiiicnlalc $(.9) corres- 
pondant au noyau K (,s*, /) est une comblnalson liniaire d’un 
nombre fini de fonctions dc la suite (S), a savoir do celles qui 
correspondent n la incuui constanle caracLarisLiquc quo 

Mais d’autros lonctions que les solulions fondarnenlales sont 
aussi exprimables linbairoment eu fonclion dcs r^nh) — no corres- 
pondant pas, t>len entondu, a la uu'nic valour dc 1 — . Nous nous 
proposons main tenant d’6tudicr ce mode dc rcprisontalion dont 
nous savons deja. (page 1 1) dtSterminer les coefficients. 


36. D^veloi>pement du noyau. — (lonsidcrb comrne fonc- 
tion de s, le noyau K (.v, /) peut~il etre consid6rc comruc uuc com- 
binaison lin^aire dcs (.v) 


(94) O' ... 1 c,iOnis) 

D apr^js la nfKSthode do la [lage 1 1, on veil qifon aurait 


ou en tenant eompto do la syrmUriode \i{s, et do la formulc dc 
definition (93^ cles fonctions 


?n{t) 

1 . 


Ainsi, on an rait 




(95) R(S, <) : . „ 

■^1 

R6ciproquenaent si la saile 

9r(*). ?»(*)• 




ddsigne un sysl^nie principal de. solutions fondarnenlales correspon- 
dant aux constcmics caracUrisliques X,, X„ ... dunovau SYmilrioue 




r «E*uuui-.M 


K (.9, t), et si la s 6 rk 

(96) + 'eailkid) + . . . 4_ ?nW?n(o _ 

Xj Xj x„ 

e.9^ limited on uniformi^ment convergeniey sa somme est Sgale au 
noyau K(5, /). 

Soit H(5, /), la somme de la serie, et posons 
Q (s,/)=:K{s,0 — H(s, /). 

La fonction Q (5, /) est symetrique ; si elle m’etait pas identi- 
quement nulle, en la consid^rant comme noyau d\me equation, 
on pourrait trouver (page 78), une constante c et une fonction 
continue non idenliquement nulle telle que Ton ait 




K(l,x)(p,^(i) dl I it (x)dT 


r 'i'(<)'?n(o^i=<= f r K-(<.'')<p„(«)d« 1 4(T)dx 

J a J a a J 

|) = 00 ^ p ^ -- 

— c 2 (0 9« (0 'J' 

Si Ton tient comptc de la Ibrmule de definition des cp^ et de ce 
que tout systime principal est nornie, on voit que les deux 
termes du second membre sont (%aux, comme se rediiisant k 


D’ofi enfin 


Or, on a 




^{L)(fn{t)dt = O. 


b b n = 00 ^ 


done d'apres (97) 


) = c£ K((.x)4-(x)dT. 


J. KOUATIOIS* I’KIiDMOLM 


<)® 

Dos lors '!'(/) s(‘rail uno solution Ibnclamentalc relative au iioyaii 
K (/, r) ct scralt [)ar siiit(Mme ‘Ooiiil)iiuuson liiicairc crim nombrc- 
liiii Jos 'p,, 

fp(/) -r-: OCj 0„j(/) -f- **• 

b]n mill tipllant par cl iirtof‘a'anl,.on aurail done crapros ((:) 7 > 

O rrz: / {t) cp„^, (/) (U rrr. a,,,. (/) = I , a , .,,({) 

, /(< 

d’ou : 

•H') o 

(‘.e ([ui cst iin|)ossihle. 

37. — 11 rosultc on partioiilior do C(‘. ([iii procode quo le novan 
paiirni /(uijonrs vire fnh sous la fovrnc (pf)) lors(/ue le nornhre des- 
ronslaiiles r^^/7y(‘/o/’/,s7/V///6\s‘((‘l par snlti^. anssi le nombrc, on general 
suporieur, dos S(U'a fini. Nous avons doja vu la reci[)roqnc do 
col l(‘, proposition ()). 4D- D(‘ sortc quo la coudilion ueccssaire el 
suj'jisanie pour (/nun noyau, syniHrique K (,s-, /) puisse idre erril 
sous la forme 

k{sj) s,(.sOS,(/,) I-... i.s,(s)^,(0 

ou n esi un enlter Jini, est (/tie le nonihre dis ronslunles caracidrls- 
l((/ues soil ft ni. II (‘st <rail]curs bion evident ((ue Jos noyaiix do 
(',olt(^ forme son! ('.xceptionncls. Nous (-omplotons ainsi le theor^me 
du n” 32 ; non siaibunont im noyau symotriipio possedo an inoins 
uno oonslanlci (’aractorisliquo, mais on general il on possedo unc 
inlinilo. 


38. B^valoppament des noyaux r^it^r^s. — Suit <]>(,v)unc 
solution fondamenlalo r(‘lativ(‘. a la conslanle caraidcristiiiuc )/, 
on a 

:: // f K (s, i)<h{i)iU 

« it 

d'ou 







ou d’aprfes (i i) 


<I.(s) = 




et cn general 

(98) ^ (s) — 0 ^ (0 

Ainsi fonction fondamentale (Viin noyaaest fonction fonda- 
mcniale de chacwi des noyaux rditdrds correspoiidanls . II r^siilte de 
plus du theor^me precedent sur le d6veloppement deK(.s% /) et de 
la (brmule (98) qne si la sdrie 


(99) 






L(i)T 2 0 

U 


?n W (0 

V: 


est imiform^ment convergente, elle reprdsente K^, (^, /). Jedis qu’il 
y a convergence absolue et nniforme aii molns pour p > '5 (0- 
En effet, la question ne se pose que si le nombre des constantes 
caracteristiques distinctes est infmi ; je remarque qii'alors leurs 
valeurs absolues croissent au deli de toute limite (car ce sont los 
zbros d’une fonction entiire D(X)). On pourra done trouver nn 
nombre q tel que pour n > y, on ait ]X„| > i. /Uors pour /i> q 
et p > 3 


(lOO) 


I /iz=n-|-wi 
h = ii 


X]; 


<; 


,Xn[ 


h=:n-{'7n 

^ y °h{s )yk{t) 

■h I X;J 

/i = »l 

m 

W~ 

h=:n 


d’apres rinbgaliti gbnirale 1 a 6 1 <; - — et Thypothise que la 

suite des [X/^l ne va jamais en d6croissant (p. 88). Or d^apris rin6- 
galit^ de Bessel (ii), p. 12, on a 


/l =00 

E 

/l=I 


“ ^6 rh 

K(s. t)’D,,{t)dl < [R(s. t)Ydt ; 

_^Ja ‘ Ja 


(b Geci est encore -vrai pour p = 2, ntiais la demonstration est diffdrenlo. 
Voir par exemplo Kowalewski, Einfilhi'ung in die DMerminanten Thcorie^ 
Teubner, 1900, p. 533 . 
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cn Iransformant Ic premier membre d'apres (9^), on a 

(■o.) V '?|(/).< f' j-K(s.0l^</« 

h=::, '■ 


cc qui (Ion 110 |)oiir (roo) 

<?.(*)?/.(/) .. . . r I K (,..<)?</< 

'"h /'» J a 


11 j-m 

V 


lorsqne p ; - 3 , n >• 7* Qnand // c.roit inclefinimcnt, Ic second 
nu'iiihre letui v(‘,rs zero avec ^ . D’apres Ic ihcorcme clc Cauchy 

sur la couver«^^ence des series ('), ccla suIXit pour demontrer cc que 
nous avions (ui v\i(\ Ainsi, poi/r p 3 (voir la note precedente), 
o/i a. tonjonrs 


(loa) Iv ;,(«,/) 


>.;* M 


?« {^) (0 

x;: 


an Ir secotul uiriubiY c,s 7 nvcessairenienf unc .saOvV (ihsoliimcnl et 
unift^rjui^menl comYnjcnlc, 


39. • A cclle (Hxasion, on pent remarqmu* quo hi sdrie 

(ro 3 ) y, 4 " I ... h -+• ... 

vxt ahxoliiilifni (•o/i(>c/v/(!/i/(! pour loiUc mlrur de /) ] - ‘^.11 sui’lil 
(‘vl(l(‘,nuu(Mil (!(' 1 (! pronvor pour p ( )r (I'upros ( loi ) on n 

h - m ^ 

V '?s(*) I I K(s, /)-</( 


Si uiHs M'ri (5 iih <*st idle (jne, a lout nomliro t > o, on pent 


h I 


h : « | /U 

iatro cornwiMindn! uti eulior n |>uur h^tjud O j •* ” £ quol quo soil 

h n 

tn^ lu serle ost ah^oluincint convorgeiUe (‘t si riiH‘galile a lieu (juaiul s, / variont 
<lan!i un doiuairui 1), pour uue \aletir do /i iufldpondanlo de s el do /, la con- 
vergence esl uniforine. 




est qiie Ton alt quel que soil h 

nb 

(loa) I ^k{,^)l(s)ds — o. 


Kn clTct, supposons vraie (lo/i), on a (Vapres (q^) 


( ?/. (.s) / (.S') r f K (., /) (0 dt I [s) d, 

Ja J <1 J 


b ( ?a(0 I K Cs*. l)l{ii)ds <1 

L' '* 


dt : O 


([ucl ((ue suit h. 

lnvors(‘nienl, parlous ties relations (u) 5 ). l^a s6ric (102) ctant 
unifornieuKuil ('onvergenle pour p = /|, et ^galc ?i K\. (,?, /), on i)cut 
rinl^grer lernit‘. a Icnuc a[>r6s avoir niuUipli6 par /(.v)/(/) ; on ob”- 
ftienl aiiisi 



K^{sJ)l{^)l{t)dHd( 


' /-/. r^b 

/rr, 


Kn rern|)la(:anl Kj par sou expression, crapres (r i)^ on a 


o ( ( ( 

/*/» f*b r 

./. 1 j. 

I ( Ka(.s\T:)/(.s-)</.vl dx. 

Jii J 


I (^') I { 1 ) dsdt 
I\ I (^t)dl 


dz 


Pour que rintegralc tie cc farr (5 soil nulle, il faut quo la quan- 
tile elevec an carr6 soil nulle, on encore en ia multipliaul par 
/(t) el integrant : 

K g (s, x) / (^•) I (x) dsdz o. 



liu recornuieiu:ant Ic income raisonnement sur K* et K, comnio 
nous venous tic le fairc sur K4. et Kg, on obtient bion entin (io/|). 
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Maintenant, nous nous proposons de developper en scric do 
fonctions fondamen tales, non pas ime fonction absoliunent arbi- 
trage, mais toute fonction ^(5) qu’on pent reprosenter par la 
formule 

(106) g{s)=^ , l) p (t) dt 

ou p{t) est une fonction continue quelconque convcnablcment 
choisie. 

Si Ton admetpourun instant la possibilite du d^vcloppenient 
de g{s), on voit immediatement (page ii) qu’il serait de la forinc 



Or cette expression peut se remplacer terme a terme par 

=2 f K (s, t) - f;, X r 

Ja v/a 

et sous cette forme le lemme de la page 12 nous apprend qu'clic 
repr 6 sente une sene uniform 6 ment convergente. 

Nous allons done consid^rer a priori la fonction 

h=oo ^ 

^(s) — 2 ?/.(») f g{t)<?h(.t)di 


et montrer qu’elle est identiquement nulle. 
On a quel que soit n 


(107) ' 


J ?» (s) ^ (*) 

)d. - If. fnis) 9h{s)ds X g(l ) »,.(/) dt == o 
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pxiisquc Ic syslomc dcs csl nonvic. Done cFapris le Icmme 


r M.. 


S', t) I (x) (Iz. 


D’autre part 


f’ \i(,)\hh I '' V r i{s)f,,{s)<ux riiit)f,m- 

Jil I , /« Ja 

Lo (lenxiouH^ tonne dii se(‘()nd mcinbrc cst nul d’apres (107), Ic 
prenner esl egal d’apreH (*<)<>) h 


h r ri> 


Iv (,s\ /) / (.S') ih /> (/) o 


d’aiH’es ( I oS). Doiu' /(,s*) esl hien itlenli<picinenL nul. Vinsi foule 
fonvllon //(.V) dc la forme 


f/{s) I k(H, /)/)(/ * 


pen/ <dre repre.sum/de pnr nne sthde nhsfdnmcnt el aniforniidnent 
conrerf/enle de fone/imts fond(tmetU(des do la forme 


0 ;d.S’) 


h / /'SdO* 

. X'' da ^ ^ 

( n) ^ . *1 


Imi r<Mnpla{;aut // (. v) par non evpn*.Hsioa ( io(>), en multipliant 
par line f(HKii(Mi (‘onlimie arliitralre (/ tx' el integrant, on oblicut 
line fonnule remanpiablc ijue M. Uilbinl a olitenne par r6tiule des 
(onneH (piatlralitjuea iniinies 

llii) I I h(.i, 0 p "y ! I //( 09 /.('M'X I 7 (s)?;.(sHs- 

' jJ*T, ' V'* 


9 « 
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41. — Appelons avec M. Hilbert, noyau fermi, tm noyau 
\v{s, 1 ) tel qii’il n exlslc aucune fonction l{s) v6rlfiant I’idenlitc : 



Pour sunplificr les rfisullats, nous n’imposcrons pas h la ibnc- 
lion /(.S') la condition tVclre continue mais seulement d’etre dc 
carr6 int^grable. 

D’apr^s le Icmnic dii n^' 40, on voit que si un noyau symetri- 
que n’est pas fernid, 11 existe au inolns uue Ibnclion /(,s) cpi cst 
orthogonalci toulesles fonctions fonda men tales et rbciproqnemeiit. 
C’cst ce qu’on exprime cn disant que le systfeme orthogonal dcs 
fonctions fondamentalcs n'est pas complet. Autrement dit, uii 
noyau, synu^lrique fernu^ es( lui noyau donl le systhme principal 
(les foncLions fondamenlales forme wi syslbrne orthogonal conipleL 

II en rdsulte en partlculicr qu’un noyau. fenm^. possbde /oajourK 
uiie mfiiiiU de constantes carack^rtslic/iies disiuwte.s\ Sans quoi il 
n’aurait qu’un nombre finl dc fonctions fondamentalcs qui devralt 
former un systime complet. Or on pent toiijours cvidemmcnl Ibr- 
mcr line fonction qui soil orthogonale i nn nombre fmi do fonc- 
tions donnte. 

En outre, un noyau Icrme est tel qu’on peut, autant que I’cn 
veut, a[)procherde loule fonction 7 (.v) de carre integrable an inoycni 
d’lme coinbinaison limSaire convcnable dam nombre fmi de fonc- 
tions fondamentalcs (‘). L’approxlmalion doit ctre entendue ici au 
sens dc la th6orie des erreurs. C’est-iVdire qu’6tant donnds la fonc 
tion 7 (.S') et le nombre positif e, on peut clioisir des nombres 
c,, Cjj, ... Cn, tels que Von ait : 

\g W — '’I'Pi (s) — (s) • •• — («)]" ds<t. 



4SL D4vdU><ppemexit de la soIuUoxl de l'dquetion de Fred-* 
holm ^ no^au ssim^triqne. — Soit Vdqpation 


9 (s) —/(s) --h X K(s, t)t^(t)dt 


b) E. Fiscimti, Comptes Renclas, L ii44» p. ii48. 
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^ fonction syni^Lrique. S il y sokition oon- 

ou Iv(^, f) est , 

linuB, on peut 1 ecrire 


en posant 


ph 

(j{s) = lj^ K{s.t)'^{i)dL 

D’anresle paragi-aphc pi-cccdenl, on i^euL d6vcloi.per v(.) sous 
la forme d'uiic soric unironneinenl convcrgerile de lonctions fon 

damentales 


(ji^) • ' ’ ^ 


h x; : I 


hxsz^SC 

?(•'■•) = /('■>■) ^ <■/.?/.(«)• 
/i=l 


II ne reste pins qu’a dolcnniner Ics c,,. I’our cola ssibstitLiox] 
dans requation inU^mln (.">•), I’cxpr.ssion tronv6o 


h:--\ 




ou, d’apr^s (9 3) 

(...) 's-l' 

71=1 


dL 


Or, d’apr^ss le paragraplio prccdtleul, on a encore 




tutsztm 

17 1 Ja 




/(«)<?/.(?) A 

“• 


?(><«)• 


f Ki («* i)/(0d< == 2 

*j/ a h^i 

De sorte que I’^^galUd devient : 

(..3) 
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Les fonctlons formant iin syst^mc norme, nous avons vu 
(p. 9 ) qu elles 6 taient independantes, c*est-a-dire que I’accolade 
pr 6 c 6 denle est nulle. 

I/" Si done A n'est pas line constanto caracterislique, on a 


\ r /(Oj?aw 

Ja '^h — 


ill. 


De sorte que, s’il y a une solution continue de F^quatioii 
int 6 grale(i'''’‘), elle s’obtient sous la forme 


(n4) 


/i=roo p 


m ^n(t)dt 


C5/, (s) 


etle calcul precedent lui-m^nie nous montre qu’nne telle expres- 
sion v 6 rifie bien Teqnation. Dos lors, si X est, pas une cons tan la 
caractdristkjiie, V^qmiwii inldgrale a noyaa symdlriqiie a iina 
solution continue unique et donnde par la Jbrmule (ii4)* On voit 
de plus que si, pour une valeur d^termin 6 e de X, la s 6 rie 

V 

^ — X 


est iiniformemcnt convergente cn /, on pourra &rire la solutioia 
corrcspondanle sous la forme deja obtenue 


(^*7) 

mais ici avec 




K(s, t, X) = 


v . 

^ — X 

/t = I 


L'expression (ii4) de (p{s) pr4sente sur celle de FredholtaiL 
Tavantage demettre en Evidence le caractere m^romorphe de la. 
solution par rapport i en pr( 5 cisant la pnrtie principale relative 
i ebaque p61e X. 

2 ** Si X est 6 gal k une constante caract 6 ristique X', elle corres — 
pondra a un nombre fini de fonctions Ibndamentales 

(^)» ••• C^) * 
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et on aura 


X ••• — 


Alois, on voit qiic I’iclcntlld (n 3 ) n’anra'pas lien en g6n6ral, 
car les coefficients clc ••• sc rcduiseat a des quantiles 

independantcs de Cj, 

(ii5) — J* " a "+- 1 , ... /I H” q) 

en general diir<5rentes do z6ro. 

II ne peut done y avoir dc solutions continues quo si ccs q quail- 
tit6s sont nulles (voir p. yS) et alors on peut prendre 

••• I 7 

arbitrairement, les autres o* 6tant determines comme precMeni- 
ment, de sorte qu’on aura pour solution 

(r i6) cp {$) — f(s) • I • 1 (p;,t , (s) ... -h 0,. 1 


Ainsi lorsqiie X est c%al h unc constantc caracttk'isliquc X', il n’y 
a pas, en g6neral, de solution continue do rdquatioa intt%rale(i^'**’). 
II no peut y en avoir quo si (Xcilantegal i X,,; ,, a„ ,,, .... 
les q conditions 

h 

f{l) r o (/t n 4 - I, .... a l q) 

sont satisfaites. Nous retrouvons ici les r^sultats do la page 77. 
Mais de plus, nous voyons quo dans le eas symiHrique, sil y a me 
solution continue ^^(1’**“), elle est donate par la formule (nil) oh 
les c sont q paramUres arbitraires. 



43. Noyau dissym^trique. — M. Schmidt a (Hendu au cas dissy- 
rn^trique la notion de fonelions fonda men tales. Etant donn6 le noyau 
dissym6triquc K(6\ A, il appclle couple de fondions fondamenlales conia- 
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gahs un couple de deux fonctions cp(s), ^(s) non identii 
nulles et satisfaisant aux deux equations 

(117) = 

(ri8) i)/(s)=Xy^ K{t,s)-j{l)dl. 

On voit qu’en ^liminant puis cp cntre Ics deux cquatioi 
(ti8), on aura : 

? (^) ~ /rt ^ 

en posant 

K(s, I.) = ij’ K. (s,:i).K(<, x)dx 

K(s,0= K(T,s)K(Tj)dr. 

Done cp et sont les solutions de deux cc|uations int6gral( 
gbnes dont les noyaux K et K sont dvidernment chacun sym^l 
en resulte que les equations (i 17), (1 18) nc peuvent etre v6ri 

pour certaines valeurs de X (X^, X2 ...) telles quo X^^ 

-conslanle caracteristique de K et de K. Ccs valeurs de X q 
pouiTons appeler conslantes fondainentales du noyau K sont 
ral dislincles des constantes caracLerisliques ; et les fonction 
mentales ne sont pas en general des solutions de I’^quation de 
liomogene p. 65 . 

-D’apres ce qui precede, X^ est reel. M. Sclunidt demontre m 
X2 est positif de sorte que X est aussi r( 5 el. II prouve ensuit 
fonction de la forme 

5(4=/'' K{sj)h{tydt 

se developpe en s^rie uniformement et absoluinent conver 
fonctions cp(s) comme au n° 40 . Et de in^me une fonction de 

yt (•«) = - K (//s) /ti {l)dt 

se d6veloppe en serie de fonctions ^ (s), 
li montre aussi que si la s6rie 

^ fn(sHn(0 

est imnifOTmen^ at co n veegsente , ; elte reprdsente IK (s , <) . 
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J0.3 

M. Sclimidt cst parvenu aussi h elablir plusicurs des rcsuUats que 
lournit la inelhode de Fredliohn dans Ic cas dissymctn<|ue en rame 7 
nant ce cas an cas symetrique. 

II montre qne les solutions ^(s) dc rcquatioii dissym6trique 

= V K(s, /)!? (/),/« 

sent anssi des solutions de Tequalion 

el rcciproqneincnl, en designanl par Q(a‘,/, X), la foaclion syi)i(}lri(iue : 

() (,S-. /, ).) r::= K (S, 1) + K {I, s) ~ X /J'' k (x. s) K (x, t) dv. 

Mais, il fanl remarquer la difficulle introduite par Ic fait que Ic 
noyau s) meU'i([uc /, ):) contient le paramcitre X aiitrement qu’en 

facteur. 

44. — On pent aussi applicpier dirocteiuenl au cas dissymetrlque la 
inethod(ul(‘s fonclious ortliogouales. Kile pcrmel de rclrouver le rcsul- 
tat fondanu'ulid de Fredholm : recpiation inlegrale f F**'*) a une solu- 
tion continue uniqiu^, said' pour des valours cKceplionnelles de X ; ct 
e’esL scudement |)our oes valours excoptionnclles de X quo la menuj 
equation (d’'''),privee de second meinbre, admet une solution continue 
non identiqueincnt nullc. 

I/inler(H de celtc melhode consiste en ce (pi’elle s*appri([ue aussi 
facilenuuit en rcinpla^'anl par tout la condition de conlinuiti^ pour Ics 
fonctions consid6rees par la condition inliniinent plus generale que 
lours carres soient sominables (int6grablea au sens do M. Lebesgue (‘)). 
II faudni; par contre, eonsidcrer comme idenliques deux fonctions 
/4.r ), tel les (pie 

, Of 

((^galili' qui, en fait, n’einp(^cbc pas deux fonctions discontinues /p /^, 
(rkre (lincu’entes en une inlinitf^ dc points). 

On voit alors directoinent sur F^qualion et au moycn dc riru^- 
galite de Schwarz (8), p. 8 qu’en tout point Sq ou /(s') ct K(s, t) sont a 
la fois continus, la solution cp(s) cst aussi continue (®). 


iij faaiEscjn;, siir I'inU^ff ration, l^aris, Kjoa. 

(“! F. UiEsZj (niinpirS’-Rendus <lu avril 1907. 
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45. Noyau do la forme K {s, l) p{t). — M. Erhard Schmidt a 
tnontri que Ic casdu noyau k (x, /) p (t), ou K /) e.st syrn6tri<iue 
etp{l) cstune fonction qui esl toujours positive ou nulle, sc ri'^- 
chiit an cas symc'triquc. ConBld6rons r6quation 

9 (s) — ^ f ^ (*> 0j> (0 9 (0 dt - ^ f(s) . 

t / a 

Multiplions Ics deux nicniljrcs dc cetto (iquation par la foiictiou 
■+■ 'Jir(s) qui est riellc ct uniformo. On a 

?(■•>•) /p (s) — ^ 0 W //'(O • ¥(0 \/W) df - ■/(«) v/p (•'•)• 

Si nous prenons pour fonction inconnuo In fonction -p (s) y/p (.v). 
cette Equation devient unc Equation dc noyau symdlriquo 
K (.S', t) \//)(s5 v/^(0- 

Cette g6n6rali.salion a unc corlainc importance dans Ics applica- 
tions, comme nous le vorrons plus tard. 



CIIAPITRE III 


RESOLUTION DBS PROBLEMES 
POSES AU PREMIER GHAPITRE 


I. - INTUODUGTION 


1 . — Nous coimuengons par uu resume des resullals du second 
Ghapitre dont nous nous scirvlrons apres les avoir Irauslbrmes. 
conforniemcnt au ir 3, p. 

Lcs cfpiations assocides <lc Fredholm 

(i) ?(M) — xJ^?(P)K(M,P)<^». =/(M). 

(a) +(M) - X J*^(P)K (P. == (M). 

ou I'irUegralc s'6lcn(l h imc surface S fermfo dont (hi, cst Telimcnt 
d’aire au point P, cl ou M est im point Okc de la surface, ont cha- 
cunc une solution iinicpie eii (jMniL (Dans cos equations, I’inl^- 
gralion peut dgalement s'^tendre fi un domainc D limits par une 
surface S, (hi, 6tant un ^l6mont de volume). 

Si nous faisons /(M) ™ o, la solution correspondante (p{M) sera 
niille identiquement 

U y a cependant un nombre fini ou infini de cotutdiiles carac- 
Urialiques 

(s) h K, ... 

(qiFon pout ranger [)ar ordre do modules non d6croissants), telles 
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■que pour 1 ' ■ Xi, X>, ... Ics X.qnalions Iioiuogiliix's 
( 2 ') 9 (M) — X ( 9(1') K(M. !')</’■• o 

,./h 

,(3') ^(M) — X I ^(l')K(l', -o 


■ont.cliacuno unc solulion, on nn incline noruhre iinl de solnliouH 
lin6airernent ind6[)cii(lantes dilTdrciUes do zero (t»” 21, p. d(>). 

Nous supposerous ([uc tlaiis la suite ('!) chaejue cnusLiuite canu'- 
iterisliquc ost r6pct6c aiilaiiL de Ibis qu’il lui corn^spond de solutions 
independantes, A la suile (2i) correspondmul diuu* deu\ suites dc 
solutions assocuies do (2)', (3)' 

?o 9fr ••• 

’t'te •••> •** 

On pent multiplier chacuno de ces fonctioris par une ronsiante 
^rbitrairo sans qu ’elks cossent d’tUre des solutions de (3 . 

Si les constantes earact^rislicjuca soul toules dillbrtmtt^s, ees 
Ibnclions sout l)iorllio{^ouak8 (a” 28, p. 78), (‘/est-i^-dire (pi’on a 

(3) I '}'»/( 10 d?,. o, piHir m ;zf a/. 

i 7 h 

On cholsit la conslaulc arbitrairo do lagon (|ue 

(^0 *• 

Pans Ic cas^oii il ya^plnskurs (soient y) p«iiresdegohitifUiH 
pendantw torrespontlant i uno constaate <^rac!li%islifpie cm a 
■Xi — ... 7es Equations (3) n'oiU phis 

lieu u6cessaircmcnl. Main on pent s’arranger de «orle qite les 
Equations pr6o6dcutes soient toujours valablas. H stilllt dVdfeetuer 
sur les q paires de solutions qui corresponilent k In um trauilbr- 
mation lin4ure*doitt les mieflrdc^^^ se d6tenninaronl [lar one mi^ 
tliodc analogue h cclle du n*' 8 , p. 9. 

Les solutions des (Equations non homogtmes (i ), (n) pcuir Im va- 
leurs ordinaircs de X soot cktenninte par uno foncliou K (M, IL ). 

aoiidUo visalmni^. ^ dn myati K (M. PV rifttle fonelinn fttt iti/irri— 
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inorpUc en X et a pour poles les comtantes caracteristiques (n*" 10, 
p. r)V). Lorsque X n'est pas unc constante caractdrktiqiie, les 
Equations (i), (2) onl clmcunc unc seulc solution 11, p. 
doniUH? par les fonnules 

? (M) = /(M) . I -X K (M, P, > )/(P) da, 

.KM)=/(M) 1 X r K(P,-M,X)/(P)da„. 

Quand ncms sommes dans Ic im* .s*/m/u//r/’, les equations (1) et 
{2) n’ont pas do solutions cm ginoral. Pour quo l’6quation (i), par 
oxetnple, ait uiie solution, il Taut ct il sullit qn’on ait (n®26, p. 7/1) 

(r>) f/(P)Hn^K.--o, 

pour (dxacuuo des solutions iud6pendantos j]; do (3') qui correspon- 
•dent a la mfiiuo valcur do X. Dans cc cas, la solution no sera [)as 
uni(pio : clh^ renlerinera (f cousLantes arhilraires (iV 26, p. 74). 

lUk;ipro(pi(unen(, si r(‘.([nation honiogeno a unc solution nous 
sonmics dans Ic eas singulior. 

2. — Dans lo cas s\mctri((uc oii k (M, P) = k (P, M), les deux 
iqualions associeos coYncident. Lours solutions ip,*, coincident 
doncaussi. Elies ne fonnent plus (pikiuc suite do /om://omv/o/i- 
ilamenlalcs^ qui sont orthogonali‘8 (rP* 30, |). 8‘i) 

I ?m(P)'V(*')<^. pour m ;zf /a'. 

l<a aohUlun (Ic (i) s’tsxpriiue sous la I’oriuo, 

((i) 9 (M) -- /(M) -(- A,9 i (M) + (M) H- . .. 

Ol'l 

(7) ^.--X„^. 

lorsque X n’esl j)as uno constanto caraotdrislique (n* 42, p. 

Dans lo cas singulior, il n’v a pa* on gdndral do solution. Il n y on 
& quo 8i /(M) csl orlhogonalc i tonics les (bnetions Tondamonlalcs 
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qui correspondent a la valeur de X. L’expression de la solution de- 
vient un peu plus compliquee (n® 42 , p. 98). 

Si la s6rie (6) est infinie, elle est uniform^ment ct absolument 
convergente. Une fonction quelconqiie g (M) qui a la forme 

(8) 3(M)=jK(M.P)|)(P)dv 

Oil p(M) est line fonction quelconque, se developpe suivant une 
serie absolument et iiniformement convergente, 

(9) g (M) = Ai9i (M) H- Aa'f. (M) 4- ... 

Oil 

(10) a„=J<?„(P)3(P)c;v 

Quand le noyau K (M, P) est fermi (n® 41 , p. 98), la fonction 
p(P) est unique pour chaque fonction g de carr6 int^grable. 

Le nombre des constantes caracl^ristiques est, dans ce cas, in- 
fini etle syst^medes fonctions fondamen tales est complet (m6me n°). 


II. _ LA SOLUTION DES PROBLfiMES DE POTENTIEL 


3. — Nous avons vu (n"" 9, p. 25)que les probl^^mes de Dirichlet 
et de Neumann se ramfenent respectivement aux deux Equations 


(") 

2 -, 5 (M) -H X 


(12) 

2 TUp (M) 4- X 

£p(P)"-^,+ dS = /.(M). 


oil nous avons 

pour X = 4- I cas int^rieur Dirichlet, exterieur Neumann, 

)) X = — 1 » exterieur » , interieur )> 

Ce sont deux Equations de Fredholm associees dont les noyaux 
sont respectivement 
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Le noyau K n’est pas conlinu partout. Mais s’il dcvlent infini 
quand M. et P coYncldcnl, c’est dans les conditions examinees an 
n'’ 16, p. 03 et aiissi note A, p. i/|i. Pour ne pas introduire de 
complications, dans les d6monstrations, nous supposerons, d’ail- 
Icurs que la surface S est analytique et qu’elle a on chaqiie point 
un plan tangent unique. Kn outre, nous supposerons que S est 
ferm6c et d'un seul tenant. 

La solution du prol)l{3tne physique s'ohtient en prenant le po- 
tentiel V d’une couche [double pour (i i), simple pour ( i 2 ) | etendue 
sur S et dont la densite p est solution de (ii) ou ( 12 ). 


4. — 11 nous sera utile pour la suite d’6crirc les forrmiles de 
(Jreen (*) pour le domainc 1) int^rieur a S et le domaine ext6- 
rieur a S. 



Quand on prend pour V unc fonction harmonique (en parlicu- 
lier, un potentiel de simple ou doul)Ic couche), AV est nul dans I) 
et dans I)' d(‘, sorte qu’il ne resle plus dans chaque second rnembre 

que la premiere integrale. On voit alors quo si ou est mil en 
chaque point de S, la premiere intograleest aussi nulleetpar suite, 
V est constant k rinUhaour do S. De m^mc si V,, ou est mil en 
chaque point do S, V est constant k rext6rieur de S. 

5. — Montrons maintenant que 1 . — t est une constante ca- 

ract^ristique do ( 1 1 ) et ( 12 ). It suflit d’apris le n*" 1 de le prouver 


(*) oxomplo ; Traill de Mtkanuiiie, tome 111, p. 7 . 




no 
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pour (ii). Gonform^ment au n'’ 21,,P‘ 67, nous montrerons dans 
ce but’que r^quation. homogene, 

(15) aTtp(M) — tiS = Q 

a une solution differente de zero. 

Or si cfe est Tangle solide determine par le point fixe M et 
ment de surface c/S, nous aurons 

r- 

11 faut done satlsfaire h. T equation 

(16) a7rs(M) — j p.(P)da = o. 

t s 

Or on voit de suite qu’on a la solution non nulle 

(17) P (M) = constante. 

Puisque X == — i est une constante caracteiistique, T^quation 

{i8) aup(M)-Jp(l>)?-‘^;^dS = o 

aura aussi au moins une solution non nulle pi (M). 

Interpretons ces deux solutions du point de vue physique. En 
appelant V le potentiel correspondant a la conche de densitd p 
repandue sur S, on salt que : 

1° S’il s’agit d’une double couchc, le premier membre de (i 5 ) 
estidgal a. — Ye,, comme on le voit en relrancbant les equations 
(7), (8) (p. 16). 

Ea proposition* physique correspondant'k Texistence dhla solu'^ 
tlon (i7) de {i 5 ) est la suivante : une double c!Ouehe*(mag;netique) 
fermee dont le potentiel ext^rieui! nul a une. densite, constantej; 
L’^quation (7) du Chapitre Premier montre qua le potentiel inta- 
rieur est constant et 6gal a l^np (^). 

(t) If pars n&essaare darns cet^ adra^a? (irf-dAns I’^ntfe alinoa ou rrous 
reffYoyons * h notfe'a©tiidfte) ideE' jw^serf pour Rex^piiassianr a p^feenttels 
rieur (ext^rieur) » s’il s agit du. pateulieL ea uu pcuAl intdrieur 

S 5 on do Fa limite* dor ce^ patentief sur" lo • trord ' i nt^ri en r (ex t^^rfeu r ) 
de S. En efifet : i? Si Y, est . constant,, les valeurs de V rint^rieuir de S 
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2'^ Si an contraire V cst nn potentiel de simple couche, on voit 
on rcttancliant Ics ccpialions ( 5 ), (G) (p. iG) quo le premier mein^- 

brc clc ( i 8 ) osl 6 gal a — , Ea sohition pi (M) do (i; 8 ) repr 6 sente 

alors la densitc d’linc simple coiiclie pour laquellc on a : 

dV 

di>i 

Lc |)rol)lomc physique ainsi resolu cst cclui qul consislc i troii- 
vcr le pot(',ntiel inlei-ieur (rune coucli(i clectricpie eri (Mjuillhre sur 
une surfac'.e eoiuluc'trice. On ne connait cc potentiel, comrnepi,, 
qu’j\ un lacUuu* constant pres rpii sera determine par Ti^quation 



si on se donnela masse totalc rn do la charge. D’ailleurs cc polcn- 
tiel cst (U)nstant, d'apris lc n<* 4 , i rinl 6 ricnr de S. 

l/(^xistencc des solutions de ces deux prohlcmes pli\si(jues (‘taut 
etahli<% il y a li<ai d’(‘n connailre le nomhre. Pour le second pro- 
hlfuue, on voit (pTau point de va(.‘. phNsi(|U(i il ne doit y avoir 
qifunc s(‘,ul('. solnlion ind(q)enda!d.(^ Oar un(‘. charge (dcMdrique ni 
((‘.onstanh^ arhitrain* s’cHale (rune senle mani(n‘C sur urn', surlacc. 
On demontre ce (ait analy tiepunnent cm prouvant que Pequation 
(US') n’a qu’unc solution. Snpposons qu’il y ait deux solutions 
lineaircnicnt indc'ipcmdantc'.s (M) et L expression 

p'(M) 1" ^^^^ssi line solution, el Ton pemt 

choisir les conslantes a et f-j de fa<:.on que 


(nj) 


f p'(l>)^m 


Of/Ui -+• Ji/N.2 O. 


Si V' castle potentiel d(‘. la simple comdie de densilejO , on. voit 

conmie plus haul que lc r&ullal do la suhsliluliou de p' h o dans 
(uS) i)cul s'eariro, 

, dV 

(•'«' da, 


0 . 


n’ayaiit* «i. maximuia ni luiniiiium seront aussi ^gaWa. k cim© amskante.; 
ji« Si V, = o, on pent omployor la formula do (ireon (j[4) ot on on conclut 
commo au 4 <juo V (‘»t constanto k roxU^riour do S. Cornmc V, = o, colto 
constkiito sora d^aillours nuHe. Done si V, =0, V ost nuitpartout kd'eoa^rieur. 
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Alors en appliquanta VMa formule de Green (i 3 ), on en con- 
clut comme an n® 4 , que V' est constant, a Tintdrieur de S. Lc 
potentiel d une simple couche etant partoul coiitinu, on a done 
V'e = cons tan te. 

Or integrons sur S la formule obtenue cn remplagant V, par 
p', V' dans Tidentit^ ( 5 ) de la p. i6. On obtiendra en tenant 
•compte de (ig), (20) 



Appliquons maintenant la formule de Green (i/i) on Ton rem- 
place V par V\ On aura encore dans le second niembre — o 
et puisque \'e est constant, le premier lerme du second nicmbrc 
deviendra 



(S/u 


dS = V' 



o. 


On en conclut que le premier membre est mil cl par suite quo 
Y' est aussi constant ii rext( 5 rieur de S. De sortc qii’on a aussi 

(20'“*) = O 

a;!„ 

et en utilisant la formule ( 5 ) do la p. iG, ainsi quo (20) cl i 
•on voit que density p^(M) est nulle idenliquement, c’est-Ji-dirc quo 


api (M) -1- pp2(M) = o 

et les densit^s et p.^ ne peuvent 6tre ind6pendantes. 

L’ Equation (18) n’ayant qu'une solution, I’^quation assoclte (if)) 
n’en aura aussi qu’une seule k un facteur constant pris. 

Remarqnons que les Equations de Fredholm expriment tout 
aussi bien ces problimes pour le cas de plusieurs surfaces distincles 
exterieures les unes aux autres, en parti culler le probl^me qiii 
consiste k Staler sur plusieurs surfaces conductrices en presence 
les unes des autres, des charges ind^pendantes, et on pout dc- 
montrer que, comme il est Evident au point de viie pliysique, le 
nombre de solutions ind( 5 pendantcs correspondantes i X = — i 
-est egal au nombre de surfaces. Par contrct les r( 5 sultals qui vien- 
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ucnt crclrc ctahlis cn 2 '* sul)sistent sans niodificalion si D cst Ic 
domainc conipris entrc line surface exlcricure ct une on pliisieurs 
surlacos iiilcriciircs a la preiniirc, Ic potcntlel V 6l;ant encore visi- 
blcnicMl constant dans les parties do Fespace int6ricures a ces sur- 
faces. 


6. — La valcur i n’est pas une constanle caraclcris- 

lique dcs (‘(juations (n), (I'-O- l^our le ])ronvcr, nous vnontrerons 
oonune [)lus liaut qu(^ Fcfpiation homogene (i8) correspondant 
( ii>\ par exeniph^ iFa pas do solutions non nulles pour X = - i- i . 
<4ctlc valcur donnerait a Fcquation hoinogcne la forme 


qiFon ol)ti(n)t comnn* plus hatit cn appelant V le potcntiel dc la 
sini|)le (‘ouch(‘. dc densile p sur S ct cn coiuI)inant Ics equations 
(f)), (()) dc la [). i(). 

On (‘u coindut conune an n'‘ 4, au luoycn dc la forrnulc dc 
(iHMUi (i/|), <pH^ V (‘St (‘onstaiilc a F(‘\t(a‘i(‘,ur dc S, done nullc, 
puis([U(‘ V s’(^'anouit a Finlini, Mais un pot(‘nticl de sinqdc couclic 
(?st continu a travel's la surface : doin' Vj — o. Kl par (a)ns(k|ucnl 
— « cn appli((ujmt t'.clUi fois la forinulc dc Green (i3) — - on a 
V r,r;: (> pai'tout. I )on(' 

!/J ' ' '!h, “ p- ?(M) ■ o. 


7. - - Nous [)ouvons inaintenant formulcr Ics solutions dc nos 
|)rol)l('an(!s. Indicpions (Fahord les n'sullals suivants qui sc dedui- 
scnl lout dc suit(‘ dcs forinules du n" 4 conning dans la note (‘j, 
p. I lo. 

II no [Hail y avoir epFune sculc fonction \ liarinoniquc a Fin- 
Uu'icur dc S, qul jircnne dcs valcurs doniwes sur le herd, — 
ou harmoni(|UC i\ Fcxlcu’icur de S, qui preime d(‘s valcurs donm'es 
€ur 1(‘. Ford ct ([ui s’t'vanouisse a Finlini, — ou encore harino- 

nicpic Fexl('rieur de S, telle quo prenne des valours donnees 
^air Ic Ford, ct quo V s\Wanouisse a Finfini. 

dV 

( nc fonction V harmoiFujiic a I’inlerieur dc S, telle 

Hktwooii cjt FiifettiiKT. — LVquftlion tie Fredholm 8 
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prenne des valeiirs donnees, n'estpas unique, mais elle est d^finie 
k une constante arbitrage additive pres. Elle n'existe que si la 

condition^ ^ dS = o est remplie, puisqu’on a pour toute fonc- 

tion V 

(,a) = 


Proposons-nous de trouver unc fonclion harmoniqne k Tintd- 
rieur ou I’exterieur de S et verifiant rune des qndlre condilions : 

n -XT O Tr Oo dV dV 

,0 V, = o. \ = o, 3 “ = 0. 4 = 0. 

relatives aux probliimes interieur et exl6rieur respectivement. 

Pour les conditions i*" et 4 ‘‘ nous avons la solution 6vidente 
V = 0. C’est la seule d'apr^s ce qui pr6cMe. 

Pour 2°, r^quation int^grale correspondante (i6) donne une 
solution k savoirle potentiel d’une double cotiche constante. Mais 
nous venons de voir que ce potentiel s’6vanouit identiquement k 
Fexterieur de S. 

Pour 3 °, nous avons le potentiel d'unc couclie d’clectricit6 en 
6quilibre, c’est-a-dire une constante k Tinlerieur de S comme nous 
I’avons observed. 


Considerons maintenant les quatre conditions 
1“ ¥,==,. 2“ Ye=, 3 ° = 4" ~ = fonction donate— /(P). 

Les Equations ittt^grales correspondantes sont(ii) pour i®, 2", 
(i2) pour 3 % 4 ": avec X = + i pour r”, 4", avec X = — i pour 
2“, 3 °, comme nous I’avons 6tabli au n“ 9, p. 25 . PuisqueX — -f- r 
n'est pas une constante caracteristique, I’equation do Fredholm 
nous donne pour i° et 4", des solutions qui sont' uniques fn" t, 
p. 107). 

Elle ne donne des solutions de 2" et 3 ® que si la fonction donnde 
/(M) Mitisfftit! k eertai®es conditionB die la forme (5), n" 1. !^ur 
pouvoir les 4 crire, ii laut fOTiner l' 4 quation liomogine assocido 
correspondante et determiner ses solutions. On a ici i prendre 

= — I. Or nous savons (n“ B) que pour I — — i, les equations 
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I 1 5 

bomogcnes corresponclant a (ti), (12) n’ont qu’im senl couple de 
soluLlous : p =’ constantc cfc p r.-- pi(M), densile d’une couche 
d’ 61 cctricil 6 en cqiiilil)rc, qu’on pent multiplier par un facteur 
constant de facon a donner a la conclie une masse d( 5 lerminee. 

Done pour quo nous ayons une solution de 2% 11 laut qiie 

(a3) . 

ou p r ™ repnlsente la densitc d’unc couche d’clectricile cn 

eqiiililirc de masse cf»'alc a rimite, par exeuiple. 

Pour quo dans le cas d'* notre methode nous fournisse une solu- 
lion, il Taut de mcme que 

(a/,) J/(l>),/S--o. 

Nous aurions pu ecrire de suite cello dernicre condition grace a 
la Ibrniuh'. <(ui pout s’ecrirc sous la Ibriue do (lauss 

( dS : /jir X masse iiilerievirc ■ o. 

Jh 

(leci nous monlrc quo la condition (^.sl ndccssaire pour (juc 
le probKiiru^ d'* ait line solution. An contraire quand la condition 
(tnd) n’est pas remplie, nous savons sculemcnl que la methode de 
1^'rcdholm no donne pas dc solution dans Ic cas 2®. Cela ne vent 
pas dire qu’iiiu' solution nbxiste pas. rout cc que nous savons 
<‘/cst quo cette solution nc pent (Mre rcpiusenlec par un potcnliel 
de double couche, 

8 . — 1 ,es solutions prec'.edenles soul expriinahles sous Torme de 
s6rics ddutegralcs (^onuuc^ nous 1 avons deiaonlrcj dans le Deuxieme 
Chapitre fformules (I7), (b>), ^ demontre qu’ellcs 

s’expriinent aussi en sth'ics dc fonclions londamcntales, ainsi ((iic 
les solutions des cas gen^'raux (X quelconque) des iquations (i 1) 
et (12) (‘). Nous nous hornons a etablir les r^ultats suivants : 

I® Les conalantes oiract^ristiqnos dm e^juatlons associ( 5 es ( ii), 
(13) sont reeHes ; 

(») P()iNr:viu^:, Arta Muthemutica, t. XX, 1H97 ; Puimklj, Stekloff, voir la 
bihUograplue, p'. iTxj. 
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;lles sont des poles simples de la resolvante (*) ; 

,a premiere est ). = — i ; les autres ont des modules plus 
que I’unile. 

- Supposons qu’il y ait un pole complcxe \=a. + Alors 
ion homogene correspondante a (12) a pour cette valeur 
me solution non nulle |5. H y a un potentiel de simple couche 
pondant V = Vj -t- iVa qui, d’apres le n" 9 , p. 26, satisfait k 
Lion 


(iV 

dUe 



cette equation correspond k I’equation (12), lorsque nous y 


3, (M) = 0, X = Xo. 
larons les parties reelles et imaginaires. 


js avons 

/ d\\ 

dVi 

rdV, 

dYn 


rdv. 


) 'dn. 


_ dn^ dfii _ 

^ (hij 

} dY, 

dY. ol 

rdY, 

dY,-\ 


ei 

> 

dV,1 

( ~diu ~~ 


dne drii _ 

1 — 

_~ 3 ng dni _ 


lisons niaintenant les formulas de Green 


r ^v, ^ - V, dS {Y,^Y,-\,AY,)dxdjdz^o 

r (^. S - S)'*" - jJX 

imarquanl qu'ici les deux int^grales triples sont nulles puis- 
Vi et V2 sont harmoniques. 

nous multiplions les Equations (26) par V2 et respectlve- 
, si nous retranchons la seconde de la premiere, et si nous 


On remarquera que ces deux propri^t^s ont lieu bien que le noyau ne 
IS sym^trique (comparer avec les n®* 31 , p. 82 et 34 , p. 87). 
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ial 6 grons le rcsiiUat snr la surface S, nous aurons a cause de 
la lor mule de Green F equation 




[i -‘-f. ^ 


De rneme en multipliant par Vi el Vo, ct on ajoutant aprfes 
avoir inl 6 gr 6 sur S, nous avons 



Done pourvu que nous n’ayons pas ^ = o, puisque 

1 OL^ 

il faul quo 

/''■‘Z'-'s+X 

Or cliacune cles deux inl^grales de (*^ 9 ), est supirieurc on an 
nioins 6 gale a z 6 ro, coimue nous voyons en faisant AV == o dans 
la formulc de (treon (i/i). II faut done que chacune s'tWanouisse. 
On raisonnerail do lufime avec F 6 qualion (3o). D'ou il rcsullc, en 
se servant encore dcs nulmes forrnnles do Green, quo V est cons- 
tantc dans tout respa(‘.(‘. Et co rcsuUatexigcrait que 0 == o d’aprfcs 
r 6 quation (5) (Ghap. I). 

Done ft “= o, et il no pent y avoir une conslanle caract 6 ristique 
complexo. 


10 . — Supposons maintenant que Xi soit un p61c de dcgr4 m de 
la r 6 solvanLo. La valeur Xi sera (n" 1 ) un p61e de degr 6 m do la 
golulion p de ( 12 ) (sauf pour dcs fornics particuliires do /i(M); 
mais cetto fonction est arbitraire). Nous aurons done si m > i 


P(M) 





Il(M) 
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ou pi (M), p 2 (M) sont independantes de X, et R (M) n*a pas mi p61e 
pour X = Xi. 

Substituons cette expression dans I’equation (12) mise sous la 
forme 

(3i) 3 ^p(M)+(X-X0 £p(P) ^ ^ d& =/, (M) 


et egalons a z4ro les coefficients de (X — Xi)'”‘, et (X — Xi)“”‘+', 


Nous obtiendrons 


2 TZpi (M) -h 

"p,(i>)“;^^ds=:o. 

2 7Cp2(l\'l) 

P2 (P) dS = Jp, (P) ^ dS. 

Considerons les simples couches pi(M), p2(M). Les potenliels 


Vi et Va de ces conches satisfcront aux 6quations 


(32) 

dVi _ 

dVi . 1 

rdV, 

dV. 

dfij 

dui 


Idi 

(33) 

^ _ 

1 1 

rdVi 

dV,' 

d/!j “ 


idi^. 

drii . 


I ‘ill 

jdn. 


Hiiii 


Multiplions (82) par Vj et (33) parVi, retranchons les deux 
6quations et integrons le resultat. On aura d’aprcs (27), (28) 

■Multiplions ensuite (82) parY, et integrons 

(1 + ^ dS -h (X, - i)Jy, dS = o. 

Ges deux d^rnferes iquations sont il smauit done 



ce qui conduit 4 pi(M) = o comme dans le dernier num^ro, 

II en r^sulte qu on ne peat pasaToir un p61e dont le degr6 est 
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plus grand qiie runit6. On volt facllement que cc qui pi'ecMe nc 
s’appliquc pas au cas on m = i. 


11 . — Dcmoatrons maintenant que les modules des constaiites 
caractcrisliqucs autres que X = — r sent plus grands que runitc. 
On !c volt imincdiatcment cn multipliant Tequation (25) par V et 
cn rinlcgrant sur la surface. 11 vient 


(34) 





V 

V 



Happclons qua d’a pres (lo), (i4) 




nous voyons bleu d’apres (vbi), quo 

1 >0 I 


12 . — M, Fredholm a moutr6 qu'on peutapplkpier sa melhodc 
au cas d’anc on do plusicurs surfaces distlnctcs ('). 

Prenons comruc ('xemplc Ic cas do deux surfaces Sj, (fig. 3). 
Elant donnee unc scrie de valours sur cesdeux surfaces, 11 s’aglt dc 



dclcnniner unc fonction harmonique rcx.l4rieiir dc Sj ct dc S^, 
donl la dcriv4e nonnalc prend sur ces surfaces les valours donndes. 


{’) Picard a (Hudi6 co prohldmo dans son cours dc iQoii. Voir II. B. 
Ilcywood. These, loc. p. 
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On considere qiieles points M et P prennent toutes les positions- 
sur et S-j. La suite des valours donnees sera simplement uno 
fonction de M. Leprobleme est exprime par I’equation (12), ou r 
est la distance entre les deux points M et P qui peuvent etre soit 
tous deux a la fois sur Tune des surfaces Sj et S^, soit I’un sur 
Sj, Fautre sur Sg. Toutefois il y a lieu de completer la theorie 
generale du « determinant » D dans le cas des surfaces mulli- 
connexes. 

13. Probleme de la chaleur. — Considerons main tenant le 
probleme 3° du n® 4, p. 17, qui consiste k trouv.er une fonction 
harmonique satisfaisant a la condition 

^ -f- p(M) V = h{M) sur la surface. 

II est exprime par Tequation 

(35) aTcp (M) - X J p (P ) dS = h, (M) 

(voir le n® 9, chap. I) ou nous avons les cas interieur et exterieur 
pour X = -f- I et — 1 respectivement. 

Pour le cas int6rieur, T^quation de Green (i3) nous donnc 

p(M)VMS 

ou V est un potentiel correspondant a I’lJquation int6grale (aS) 
rendue homogene. 

Done si p est toujours negatif, cette Equation homog^ne n'a pas 
de solution non nulle : nous ne sommes pas dans le cas singulier, 
il y a une solution unique de T^quation avec second membre (35). 
C est ce qui a lieu pour le pi'obl^me d’un corps en (5quilibre de 
temperature avec rayonnement, ou p est une constante negative 
(voir 5®, n® 6, chap. I). Si p est positif ou change de signe, nous 
ne pouvons rien dire, et il faut examiner chaque cas separ6ment. 
Pour le cas exterieur, nous pouvons dire que nous ne sommes 
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pas (Ians Ic cas slngnlier (aulrement dit qu’il y a line solution uni- 
que), si p csl esscnticlleincnl positif. 

14. Fonctions de Green. — Lcs parag raphes precedents vont 
nous permeltrc dc constrnire dcs fonctions tie Green §(M, P) 
(n*' 8, p. 2 i) pour les (jonditioiis suivantes : 

lo (‘j ~ o |.^ surrac(‘., hilerieiir el exAcrieur ; 

— () snr la surface, cxlcrieiir scu.lemcnl ; 

O 11 

inlrricur si p(M} cst csscnlicllernent ndgatif ; 
exldricur )) » a positif. 

Pour lcs autres c,as de 3“ (/> f|uelc()nqnc) nous no pourrons rien 
dinj (*) sauf(in’il v aura eii. (/end ml imo fonction de Green. 

En elle.l, cm posanl <j(M, P) - — ttt, lout revicnl a trouver 

line fonction rn hannonique dans un doinaine 1) on D' liiniu'. par 
S, (d satisfaisant a Pune des conditions 

m; , ttt,. • .rr.-, -H p (M)rrT : fonction doniKiC : 

prol)l(;mes qui ont (5te traiUis au n“ 7, p. i/|. 

Si ou sent tl()imc(^s, nous savons que la solution cxisto 

iVl,, * 

td est unique. Si m,. cst donn(5, on ohtient par inversion (^), en 
ranicnant au (^as intth-icur, unc solution ttt qui ne s’annulc 

pas a Pinlini. Ihdin si - 1 - p (M) nr cst donne, nous .savons quo 

la solution (^xistc et cst unique [)our l(\s deux (\as rnentionn('\s plus 
haul au Si p (\hL d’un signe <|ucl(a)n((ne, nous savons s(mlerncnt 
(|ue rt'quation (do), n’est 8inguli(^re que pour des valours particu- 
li(‘n‘S dc X ((ui en gihuuxal sont dillercntes dc :h i. Dc sorte qu’en 
gnhnh'al, le prohlfnnc a une solution unique. 


(q Oil a’a [>as ancoro approfoiuli cetto quostion. 

C*^) 11 suriit pour cola d’ulilLsor la roinarquo do Lord Kelvin suivant laquolle 
HI OHt uno fonction hannonique il on est do m6mo de la fonction 

' . V ( 




V.- 
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Enceqai concerne la condition 2 '' pour le eas interieur, si nous 
ecrivions 

(S 6 ) = 

il faudrait quenous eussions une fonction harmonique w, qui satis- 
fasse a la condition 

dTIT 5 1 I £. 

— = sur la suriace. 

mi mi r 


Or c’est impossible puisque, contralrement a la condition (24) 
du n’’ 7, Fexpresslon. 



dS = 4 ^ 


n’est pas nulle. 


Gependaat si nous remplagons la condition 2 ^ par la condition 


(3?) 4^ 


4^ 

mi S 


ou S designe I’aire de la surface^ nous aurons A trouver une fonc- 
tion t!T harmonique a Fint^rieur de S, et satisfaisant k 

<)TJT () I 4tc , ^ 

— = sur la surface, 

mi mi r b ’ 

ce qui est possible, puisque 


J So) IQ ^ d / I \ JQ f* 




dS = 4 “^ — 4 *^ = o* 


15. Les probl^mes g6n6ralis4s. — 11 s’agit ici de cherclier 
(n® 5, p. 18 ) des solutions de 

(3B) A V = y, z) 

qui satisfont a diverses conditions sur la frontifere S d’un do- 
maineD. 

Nousavons d 6 jA traite au mfeme n®5 le cas interieur pour la 
condition 

¥ =/ (M) .sinr la surface .S- 

Le problJme 6 tant ramen^ auproblkne de Diriclilet, a une solu- 
tion unique. 
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Pour le cas exlerieiir, en I'ameoant par line inversion an cas 
pr6G6(lcnt, riotis aurons 4galement line solution, mais elle nc s’eva- 
nouit pas a I’infini. 


Cherchons ensuite la solution iuLtJncurc pour la condition 

(:w :I=/(M) 

Nous uliliserons la fonotion do Groen rj, telle fpie 

{4o) ‘If (n- 14, 4"). 

Ecrivons 

V, — 1‘) 

On a, (Papris (i3), p. 99 

AVj 9(x, j, z) 

H sur la surface 


.V, 

a Hi 

i 

i ?(i’) </<■»• 

t/ It 

ou 




% 

1 <p(P)f/«) 




Ecrivons ensuite 

V 

^ V, H \V 

Nous aurons 


AV, o. 

ot sur la surface 

eV, „ 

dHi 

■/(M) 1 ; 


Nous aurons done [(Pajir^s la condition (a/i) du 7] uno solu- 
tion dc noire iH’oblf*me pourvu quo 


,f 


/(M)dS r— o 


ou 


ia4 l4<:quation de frediiolm 

Le cas exterieur ne presente pas de clifGculte, puisque la fonc- 
tion de Green correspondante existe (n" 14, 2 '’). 

Nous arrivons a la condition mixte 

( 42 ) -f- p(M) V = f(M) sur la surface. 

Pour ce probleme, il y aura une solution pour le cas intcrieur 
si p(M) est essentiellement negatif, et pour le cas exterieur si p (M) 
est essentiellement positif. En effet, dans ces deux cas, nous pou- 
vons op^rer comme pr^,c6demrnent, etant souinis non h la con- 
dition ( 39 ), mais k 3° du n*" 14 et Vg etant une fonction harmo- 
nique verifiant ( 42 ). Les functions Cj, Vg existent et sont uniques 
d'apres les respectifs 14 et 13. Nous pouvons dire aussi quo 
si p(M) n* a pas un signe constant, il y aura en g 6 n 6 ral une solu- 
tion, et nous pouvons pr^dire que pour certains cas isoles, il n'y 
aura de solution que si /(M) satisfait k une certalne condition. 

III. — PROBLilMES REL.VriFS A, L’EQUATION aV = l\{x,y, 2 ) V, 

ET A DES Equations analogues 

16. — Nous avons pos(S ces problcnies au n® 11 , p. 27 dii 
Chap. I. Pour commencer, envisageons I'equation 

(43) AV ll(x, J, z) V 

Soitd’aborda trouver une solution analytique de (43) d tinLd- 
rieur de S, satis faisant k la condition 

( 44 ) V = o sur la surface. 

Nous avons vu (n® 13, Chap. I, p. 29 ) que cette question revient 
k la solution de Tequation integrale honaogfene 

(45) V(M) = _ 1 g(M, P) R (P) V (P)dco. 
pour la valeur X = i ( 1 ). 

(‘) Le noyau ^.(M,P)R(P) devlent infini quand M, P coincident, mais seu- 
lement comme ^ et par consequent comme nous sommes done dans les 
conditions etudi^es au n" 16, p. 63, et note A, p. i/,i. 
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II Ji’y aura clc solution non nullc h notre problemc que si X = i 
cstiiao dcs conslanles caraclcristiqucs, autreinenl clit il n’y aura cle 
solution que pour ccrtaines ronncs particulifercs de la lonction 
l\{x, y, z). Nous aliens dcmonlrcr qu’il n’y a pas de solution si 
11(0;, z) est toujours positii'dans D (^). 

|{cm[)la(:ons V dans la Ibnnulc de (Jrcen (i3) j)ar la solution 
cherch6e de(/|3). II vient 




-c:y-c)>- 


SI. 


U (.T, j, z)Y^(lx dj dz 


d’ou il cat evident qii’niie solution non nullc V n'cxisle pas lorsque 
la fonclion K(x, 3% z) restc positive. 


Ucni[)lagoas luaintcnant la (-.onditiou (^|/|) par 

(47) V roueliou douncc = /(M) sur S. 

Nous avorusvu (('lia[). I, n*' 13) (lu’il faut : 

V* Trouver une fonK'tion liannoniquo r (iM) qui satisfait i la 
condition (^17). 

2** 'rrouver une solution, V| do r6qualion non-homoglme 

(/,8) V (M) ' ( (;; (M. 1') l\ (1‘) V (P) + I. (M) 

(voir n“ 13) on (‘st un (d6inent de volunie. Cette fonction Vj 

sera alors la solution desirt'a^ 

Done il y aura une solution unique pourvu (|ue la solution 
pour la condition (44) irexistc pas. 

En parliculier, nous aurons certaincment une solution unique 
si y, z) est csscntiellement positif. 

Considerons inaintenant le cas extdriear pour la condition (44). 
Il est (Wident que cette solution est donn6e cle la unbue fagon par 


(q Dans co cas lo noyau sora do la forme 4tudide au n* 45 , p. io4, puisquo 
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lequation (45) pour un domaine extdiienr D'. D’aprfes la foi-miilc 
de Green correspondante (i4), on voU comme plus haul qu'dlo 
n’existe pas pour R cons-tamment positlf. 

Pour la condition ( 47 ), il y a une nonvelle difficultd. Si nous 
cherchons 5 resoudre le probl^me par I’oquation (48), il faut avoir 
une fonction v(M), harmoniquo 4 I’extdrieur de la surface S ot qui 
satisfait 4 la condition (4 7 ) ; ce n’est possible avec uno fonction 0 
nulle 4 I’infini que si (n" 7, p. ii5, cas 2 ") 

( 49 ) J<?(M)/(M)dS = o. 

Posons 

(50) F = r 7 (M)/(M[)dS. 


En g 6 n(Sral, la quandt(5 F est diff(5ren(,e do y/ivo. 

Cherchons alors une fonction v, harmoniquc i\ I'cxUh-ieiir tie S 
et qui satisfait k la condition 

.(M) =/(M) F 


s^ur S, ce qui est toujours possible (romarquer quc 
La solution sera dormfo par r^qnation 


i5). 


(51) 


V(M) = £ (/(M, P)R(P) V(P)dcor +a(M) I*’. 


17. — Envisageons main tenant la condition de Neumann 

sur S, en commengant par le cas particulier 

== o 


sur S, ou Ton cherche une fonction exlSrieure. 

La fonction de Green relative k cette m4mc condition 
existe d'aprSV Fe if 14 (cas 2 % ext 6 rieur). Des lors la solution verilie 
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r(5quation int(5gralc liomogcnc (45), ou (M^ P) cst la fonction de 
Gi'ccn ppoprc a co cas et ou Ton prend a == i. La solution n’existe 
done fpie si X i cst nne conslante caracteristiqnc, 

Jja Ibrmulo de Green nous niontre encore id qne cettc fonction 
n'existe pas si II est constaninient positif. 

I^a solution cxlcricurc potir la condition (5*^) vcrilicra I’^qua- 
lion inlcgralc (/|8), on v(M) cst niaintcnant une fonction harmo- 
niquo salisfaisant <\ (fnV) ct obtenue sans difficult^ (voir n“ 7, 
cas /|‘’). 

G’est pour le cas intcrieur qu’il y a dcs difficulty. Gominen- 
Qons par la condition (n-i^*'**). 

On pout former (voir n‘* 14 , 4“) une fonction de Green (‘J (M, P)* 
telle que 


sur la surface. 

Nona pouvons ajouter a P) une fonction do P, G (P) telle 

([UC 

I l(;;(M,Pi ■hC(P)lR(MjdcoM = o. 

^ o» 

( Ida revient a suppoacr que 

(54) J (;;(M.P)U(M)<lu)„=^o, 

cf ayant las prapri^tiSs d*uno function de Green, sauf d’filrc syme- 
trique. 

Gonaidcrona mainlenant requatiou 

(55) V (M) = (J (M. 1>) K (I>) V (l>) 

Nous avona 

'll == - In £ i" H(0 V(l‘)<^'>.' ^ K(I>) V (!•)<'“- 

ct d’ai)rts la formulo (t 5 ), |). 22 

AV = XR(M)V(M). 
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Or nuilliplions requalion 155) par t‘l entH-tiiuiiH rin- 

tteration dans le doinainc cxtariour 1)'. Nous avons 


s 


R(M)V(M)(/<.>„ • : 

Done 




P)H(M)(/dh, 




aV 

a/I, 


o. 


ct r6c|nalion (55) lions donuc l)ien la snlutlnn tin iiulrn pruldiniir 
pour 1 — I. (letto solution n'exislu (jua si A i t^si xnm riiiiHimilo 
■caractirlsliquo du noyau 

Passons lualalcnant h la solution pour la comlilion (into 
rlciirc). 

Posons 


ConsU'uisons inainlcnant la IniH'litni 




C j , 

/iTxi) /„ 





D 6lant Ic volume dc la surlace. 

Nous avons (Papris la fonuule do (lauss (n” 7, p. 1 15 


<le S cl tcllc quo 


( 

*"* (IS . 

(1. 

%jl 

, Mt 


line 

I'onclion 

I’,, III 

aa, 

a fii 


M, 

7, cas 3"), jniiaquc 

r?''i 

L drn 

dS 

^ (1 
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La solution cl& notre problimc scraalorsla solution de I’^quation 

(57) V(M)= j^‘^(Md>)U(P)V(P)d.o. + a.(M)-Hp,(M) 

pour X = 1, ddsignant la fonction dc flrcon utilisdc dans 

(55). 

La solution eNiisLera lorsque la solulion pour 7 (M) r- o n’existe 
pas. On voit l>lws haut (pi'il sudil que U soil essenliollc- 

ment positif dans . 1 ^- 

^ 3 ^ Nous aBordcrons enlia le ])r()l)leuie tic la clialeur on la 

condition sur lat smdace S csl la siiivanle 


Nous avons vti an n" 14 quo nous ponvons cn (/iWral cons- 
truirft une fonction cle Groen cj, satisfaisant a la condition 

sur la surface. 

Cette fonction. nous penucl <lc rcsoudre de suite le oas ou 

A (M ) o. 


Nous avons en efTet rdquatiou hoinogcue dc l^'rcdholm (/if)), od q' 
est remplac6 par* Cj i ct il y aura unc solulion dans le casou X i 
est une cons tan te caractcrisfiqnc. 

Et de mecne nous avoius iino ctiualion analog’ue k (48) pour 
trailer le cas ou /*(M) ; 2 f o. 


19. — Nous a.vons cl6j^^ indiqtic (voiru" 14, p. do) conuuent on 
traite les equations 

AV l\(.r. y, z) 

(^9) A V = II (.r. y, z) J • 

II s agit de troiivcr une fonction V qni v4rifle une de ces ^qua- 
tions^i 1 interieur cl une surface regulicrti S, qui se reduit a ime 
fonction donn4e (co, j, z) pour I — o, et qui satisfait h certaines 
conditions sur la. surface, conditions de Diricldct, de Neumann, 
de la clialeur. 
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i3o 

Nous commeiK^ons avec (58) par le problems inUrieiir arec la 
•condition 

( 6 o) V = o 

•sur la surface. 

Substituons dans (58) 

V = j, z) [= (M)]. 

II vient 

{6a) Ao = — - )vR(M)c?. 

Nous avons deja vu que la solution de ccLle Equation avec la 
<;onditiori ' 6 o) revient a Tequation liomogene (voir n** 16 ), 

^63) 9 (M) = ^ <5 (^1- P) R (P) ? (P) 

on est la fonction de Green nulle sur S. 

Done il y aura des determinations de 9 pour certaines valeurs 
•de X seulement : les constantes caract 6 ristiques du noyau 

^Vg(M,P)R(P). 

Ce noyau a la forme d’une fonction sym 6 trique (M, P) mul- 
tiplide par une fonction R de P scul. Si R est essentiellement 
positif, ce qui est vrai pour ks applications physiques, ce noyau 
entre dans la categoric considdr 6 e par M. E. Schmidt (voir Ch. 11 
(n''45, p. io 4 ). Use ram^ne ^ un noyau sym 6 triquc : ses cons- 
tantes caracteristiques sont reelles et ce sont des poles simples de 
la rdsolvante (^). 

Or au moyen de la formule (i3) obtenue au n® 8 , p. 22 , on 
pent ecrire 

(64) Aj^C5(M,P)/(P)rf<... = _47t/(M): 

nous alioas montrer qu’i touLe fonction ^{M) continue ainsi que 


(1) Pour le cas ou R est quelconque, Aoir T. Ma-ety, Compies Rejidas, 
Fev. 1910., 
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ses (I6riv(jefi [)I■emi^^cs pt socondea et nuUe siir S, on pent foire 
corroapondrc uno, (V)i\cli()ii /(M), tollo qnc 

((■•!■») jj{M,V)f{V)d,., = 

Kii couiparanl i (k)) avec ((i/j) on voil on clTct quo si la fonction 
f{M) cxislo., 0,11(5 v(k‘ili(5 

A;/(VI)==: 

11 (iuil numtror (pio si Ton snbslitm'. coUo expression do /(M) 
dans lo promi(‘.r nicmhro do (fin), la Ibnclion oblcnuo 

'/(M) l’)A.</(I>)d<.a, 

nVst iviitra qtif //(M). 

C^r on a cl'iipn^ la formnlc^ ((i/j) 

Ar/(M) - A#/(M) on A f/^M) f/ 1 M)] o, 

Dotu: la Ibntiicn) fj{M) ■ “//(M)est iino roncUon liarmonif|uc i 
rinlchicair tla S, c|ul H'aniuile sm (n” 8, p. ‘j3), et qiii est bion^ 
par eonM^cpient (ii" 7, p. 1 14)» iclentkjuemeat mille. 

11 vn rrrnilU* qua t<Hite foncUion // (M) nulle snr S et continue 
avec Hc*H (1/n’lvckm Hceonclas eat tie' la Ibrme e\lg6e par la condition 
(H) du n" 2, p. loS), Elle pent done' tHre devcloppde on lino 
ahHfdutneni ei uniftirimbncait convergonlc^ do fonctions fondamen- 
talaa 

hW. 

relativoH an nt»van M, P) . U(l^). D’ailleurs ccci exige manifes- 
ternant qtio h noiuhro do res fonctions fondamentales soit intini. 

liaiipoltnw-nouH tnainlonant (ju’onlre la condition aux lirnites, 
tui aaaujotlit In aohition V de (58) h nne condition initiale, laquelle 
consisla i\ sa tionner 1 expression a (a:, j, z) do V pour t-- o. La 
forndion a tmi continue avec sen dtlriv^es secondes et d’aprJs la 
comlilion (fk») 4‘crili? pour / o, ©lie s annul© sur S. Elk satisfait 


l3‘i . i/k()UATION dr FIIRDUOLM 

Dcveloppons de cette mani6rc la Ibnction initialc a (x, y, 2 :) 


( 66 ) a(M) == Aicpj(M) H- Aj,o^(M) 4 - ... H A„'p„([M) 4 - ... 

oil Ics A sonl donnAs par la m^lliodc de Fourier (ri® 9, p. 1 1). 
line solution do notrc jirohlerne sera alors 

(67) V(M,/)=Ap4(M)6'”^il4^A2Cf2(M^ 1 

s6rie c|ul cst convcrgcnlc pulsciuc (fiCi) Tesl ahsolimienl. 

Celle solution salisl'ail i\ tonics Ics conditions presoriles. 

V' Elle salislait ii rc((iiati()n (58 ■, |)ui.s(juc chaque Icnnc salinfail 
a cette 6([nalion. 

a" Elio a pour lirnito /Aro sur la surface. 

3’^ Ellc sc reduit a ry.(M) pour / ■ o. 

20. — Au point do vuc physique (a'* 13, S 3‘\ [). *nS), nouH 
savons que la solution est unique. En cflet, la loi de variation de 
la teinpcSrature V d'un corps doiU la surfac'c est ii une tempdra- 
lure nulle, no pent t^irc imliUcnuindc quand on oonnalt la loin- 
p6ratvirc Initialc a. Nous [louvons prdvoir aussi quo IouIch Ich 
coustanles caracL6ri8tique8 doivent ctre posilivi's : un coiqis <lonl 
la surface a constaniaicnt la tenqriralure yAro aura une dislrihu- 
lion de ternpei'ature qui tendra V(‘rs zero. Or en sc reporlaiit a 
I’cxprcssiou ((>7) de la lenq)ch*aturc V, on voit qu'il ihj iicul err 
^.Ire ainsi si les ).,• nc sout pas tons [lositifs. 

Mais ces deux fails soul susc.optiblcs d’unc demonslralion 
matheniatique. Nous avons sup|)ose ([ue la Ibnction ll est positivt\ 
La fonnule do Green (i3), p. loq, nous donne 



D’ou il est dvidenl quo X cst posilif. 

Nous avons d6ji ddmontrd que la solution est unique au n“ 14. 
p. 33. 


21. — Nous avons done lrait6 Ic problknc intdricur rclalif k 
rdqualion (58) pour la condition V = o sur la surface. I.es iiro 



hksouition ih-:s pboiilkmes poses au phemieu ehapitre i33 


l) 16 iucs Intcuieiirs pcmr craiitres conditions, et les probl^mes extc- 
rienrs sc tniitent (rnnc inanicrc analogue. Gependant on rencontre 
•ccrlaincs diriiculles (|ue nous allons indiqner. 

(Jonsidcrons la ('ondilion 

<70) V.-:./(M) 

sur la surliu'o S, la fonction V voriliant (ScS) h Vintdrieiir de S. 

II csl loujonrs possihh'. dc Irouvcr nnc fonction liarmoniqne 
indr[KMulanlc d(‘. /, folM), (pii pnainc la valcur/(M) sur la surface. 
Posons 

\ rrr.- 11 ( 0 . 

La fonctio!! a satlsf<'ra aux equations sulvantcs 

Ac K(M)7’ 

(71) V O sur la surface, 

el 

V a ^M) — (0 (M) pour t o. 

Nous supposons pour quo Ic prohleiuc soil possible quo la valcur 
de V pour / o, soil 7 .(M), satisfail {\ la condition (70), de sorte 
que a e*) salisfait a (71)- On esl ainsi raincn6 au problimc dii 
IP 20. 

Doiu^ a s(‘ra determine par la uuUliode precedente. 

Lc probleuie, exterieur sc traite (rune manierc idenlique : dans 
ce (*aH la ibnclion V sYnauouit a I’inlini ; on suppose ([uc sa va- 
leur initiale, la fonction a, s’lbanouit aussi h rinlini. 

N(HIh iu^ nons arrel(‘rons pas aux t'ondilions 


oV 

t p . 

\ 

0, 

tVl 

} /> . 

V 

L 


Nous av(ULs en diet (Ithnonlre (iV‘ 14, p. rii) rcxistencc en (j6~ 
nvrtd d’uiH* fonction tie Green pour la {)rcinitn'c dc ces conditions. 
Kile lanis periuettrait, de trailer ces cas trune manierc tout <\ fait 
analogue A la prec’edente, pour Itxs probldncs inl^ricurs ct exti- 


neurs. 



i/eQVATI 01N DE FllEDUOtM 


Pour le exl^rieur les condilious 


sur la surface, sc trailent par tine analyse idcntique, mais il fauL 
supposer que la fonction V ej; la fonction initiale a sont nulles a 
Tin (ini. 

22 . — Nous arrivons maintenant au cas int 6 rleur pour la con- 
dition 

6V 

^ 0 

sur la surface [toujours pour requation (58) ]. 

Nous pouvons former ime fonction de Green lello quo 

sr.«(“-‘') = v 

sur la surface (voir n‘’ 14, cas 4 ®). 

En refaisant la discussion du n® 17 apris ^voir eUccluc la sul).sLi- 
tulion (Gi), nous obtenons F^quaLion integral e analogue a (55) 




dont les solutions salisfont aux equations 


R (M) ~ o dans lo doinaine 1 > 


z=ao sur la surface. 

En raisonnant comme au n° 19, on voit que nous pouvons dGve- 
lopper une fonction g{M) suivant nne stjrie de fonclions fonda- 
mentales relatives k Fequation ( 78 ), pourvu que 

^ = o sur la surface 


^(M)R(M)dti)j^== o. 



IIKSOIJITION l»ES PUOBLKMES POSES All PIVEMIEU OnAPITBE 1 35 

Nous su[)p()sons, hieri enlcndn, quo la valcur initlalc de 
a(M), satisfail a la |)r(>mi{\rc do ccs coTulltions. Elle ne satisfail] 
|)aH eu gonoral h la s('cou(le. Posons 



Moi’s la roiictioa a(lVl) — (‘sl dcvoluppablc cm scrie dc Ibuc- 
lions roMclanionlalcs ct Ton a 

•»(Mi I A,'fi(M) A./fi(M;) -1- ... -4- A„9„(M) -h ... 

Ia\ solulion Hora 

,7/1 V(M,r t A,9,(M)<r I I-... I A„*„(M)e-’'”' 4 -... 

(lar (‘(itlc expression saliHlait i\ loules les ('ondilions. 



Hi (‘onsidi^rouH la Ibnctioii 

V,(Mi- / Hd') '.r/.o,,. 


ou /• cHl la (Iinlam‘i‘ Ml*. 
Oil a iraj>n’'s (!•')» !'■ 
AV, --4aH{M). 



Done la fimetion 



i,V:ar.vri(»N i»k fhkihkh.m 


t‘sl unr solnlitui (1(» 


aN ^ H 


t<‘lh‘ ([tir 


"'■-/s c. 


C IcuisInu^unH unr fHiuiitm luiruumitjur I ,, iiiclrpr iiiliuile ‘dr / ei 
trllr c|u‘t»ii ait 


‘ yah 


r.fla fhl |H,»ssihlr par la nuHlitnlr dija (njniari* ittt ii"7* p. » 
l\'\ ptiiMpruu a 

/ C— C. 


j ' ,;s 

f .VL 


La furuiinn I i nr ^rra tliHrrnunw unr iHiirHlurilr arhitrairr 
adiUtivr prrn ; luain rr fait n*u jaw «riiiijiurtiiiirr. 

Lrrivnufi, rnlin, la sc»lulii»n hiuw la ffuana 


V L, W -I. «. 

lai lunrtifui n MU’a nnr tailtilicm dr (AH) rpu jM»ttr I <» rr* 
tluil a la foiuiinn nuintva 


fill «(Ml V, l\ 


!*t qui Hatinfait h ta runditimi 


An A 


I. .a fniirtinn iuilintr »« HiUiifait lUWfit ii la rcintlili«»ii 


jMitirvii ijii*c»n ait Inm fntrrulu '■ fL^L. 

Dour il rHt |»nH^ibl«* ilr dtHrianiurr ii pur In mrlltoilr ppVrdrntr 

i‘t V ant rrmiplrtfunruit tuuum (^). 


{*■ (hi jHuU ihhtinritrrr k jirini»ii''rp ririrliViahpan mrrrt- 

}M»tiil ufifi wmlo ftinrlicni fmiclainuntak, lii'Hiidle «^*l 

\'f»if 7V<i<W amitvlitiuf ik !« ehtt!fm\ |», w*. 
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23 . — On veE-ra 


f £110 rwjnalion dcs ondes 
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( 59 ) 


AV = II (M) 




est susceptible cl’«« Iraitcmcnt prcsriuo idnntiqnc. II est n&cssaiic 
seulement d’indliqi'**”-' P®** '“oU qucllcs sent les diIT6rcnces. 
Pour fixer les proposons-nous probl(\me : im gaz parfait 

est renferme daos tiiie surface (ixe ; on provoquc, uno ])otitn vibra- 
tion quelconque tin eton dciuand(( lo mouvcnicnt dn gaz i un 

instant ulterieai'- I’ccpialiou (fx)), il faut ajouter les conditions 


(75) 




mv la surface S 


et 

(77) V = 3C (M). P(M). |)onr/:r.o, 


la fonction V 6t^3ixiLt iiolenliul (](‘ vilesses. 

Un type dc soliiticHi sera |a/, on 

(78) A'<p X^H(M)o{M). 

Gonstruisons fouclion do (Jrean cj(M, P) telle quo 

h 

^ 

sur S (n'* 14 , /| ^") ; 11 retlr foniliiui uchi.h pouvonsjajouter une cons- 
tante arbitraire (c'/iMit-fi dire une function arbitraire do P). 

La fonctioii. tp S€*rii duninV. par 

(79) T C M ) I v; {M P) H (I>) o (P) cfca, = O 

pour une valexii? c:?>c>nv«imihla de ).®. Kin eJTet, on a bien (78). Pour 
satisfaire a (7 O') , rcBmiircpions que nous avons 


m 


XapJ H(P)o(I>)<K 
A’ j H( l')o{l')duv 
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Or 


L’KQeATiaN Dli I'REMWt.M 



= V f f (} (M, P) l\ (M) H (P) o (P) 

(M, P) RfM) ji^p) <p (iy.o„. 


Par suite,, sera nul pourvu que 





0 . 


Nous r&aliserons celte derni^re condition an choisissant coiiyc- 
nablcincnt la constanto arbitrairc inenlionn6e ci-dcssns. 

Nous pourrioiis aiissi inontrcr commie au n" 20 que les cons- 
tantcs caracteristiqucs do F^quation inl( 5 gralc (79), qni sent des* 
valenrs de sent positives, do sorte qiic ), cst nlcllc ; mais i 
cliaque constanto caract< 5 ristiqae correspondent deux valenrs do 
done deux solutions do [’Equation (fxj). Nous aurons do nifirna 
qu’au n'’ 22, comma solution, la s6ric 

oc 

V = ^ («,i cos x„« . I /(„ sin >.„() <p„(.T, j, z). 


Nous satisferons aux conditions initinlcs en clioisissant les a <d 
les h do sorte que 


a.(M) : 


00 

V 




ce qui est possible pourvu que 

Cia ^3 

= o, 

dn dn 

sur S. 


24. Equation g^ndrale eUiptique. — Consid^rons rnalntemanl 
I’tiqiiation 


(80) 


f)?V i>v 

ha;* hy* ^ hx 


hV 


4- 6"^ 4- cV =: r. 
hy *' 


luisoiJiTiON Dies PUODLKAIES DDSKS AIJ PUEMIEIl CUAPITDE l3()' 

on a, />, <*, /’sonl (l(‘s foiu'lioiis cle a-, y (quo, nous snpposons avoir 
des dorlvdos ju'cmiorcs cl si'c.ondcs), c’csl a-dirc des fonclions d’uu 
point M d(‘. Taii'c reniennci'. par uii cAMilour plan. 

IVapplioalion dc la niolhode dc Fredholm a ccllc equation (80)^ 
a ole failc par M. Fmile Picard (^); nous allons Lircr noCre dis- 
cussion i\v son mcnioiro (^). 

Nous cherchons une solution do (Ho) qiil s'anmila sur le con- 
tour Tj d’uni^ ulrc plane A, et (pii ost continue a rinlerieur de cclte 
airo. Si Ton liiml comple de la forme (i 3 ), [u el de la note ('^)r 
p, 55 1, on voit quo noire soluli<u\ sera donnee par requation 


(HO 








(uu I'l' ('.sl line loiiclinii <lc (Ii'iM’n — rcilalivi' a 1 o(nialit>ii AV 
([iii 'annuli; snr i‘\|iicssiun ijuf nous Iransrurmons on 


(S'a) ^ 


I rpM'i';,) I 


V.; 


--- '{'(.r.y). 


on inliVranI [lar |iarlios. 

La liinolion <Io (!i-con esi (.'omjmrahlo, !» nntro point do. vuo, 
a li>K I' ‘•f'l dihlanoo onlro los laiinls {.r,y) ot (£, v;). Done 

lo niiyaii do roqnation (Su) ost ('oinparahk'- a ; ct, d’apris Ic 

n" 14 i p. C'l*. cllo possoilo Iiion, on p'lioral, nun solullou V. 

I’our aohovor la ilisonHsinn, il I'unl munlror quo octln fonotion \ 
nous porniol do roinontor do (Su) i\ (Hr) et do (Hi) a ( 8 o). C o.st- 
r'l-diro, il fanl mimlror quo V a dos tiorivi'os promioros el sccoudes. 

Non^ iViivoas lo noyau do (Hu). K (.c. y ; vj), el nons elTcc- 
(nons sni' ootto ('upialion uno t- ilrk-nlion n (voir Inrninlc (7), p. ^Q)- 




(1) l,:K!.I.,t..i,iil liar M. llilliorl : AWinWiIiu. :» (Uiltuujrn, li)<>'i, //</' 'i- 

(2 1 Hfmi. (jrr, Mtiitin, /Ni/mim, juillrt 



a;4o 

II vient 


l’eQUATION I)K rnEDIIOLM 


V(x,y). 


.(83) 


-JJ Ri (sc, y ; -n) V (?, r,) d^dr] 








Or ^{x,y) est comparable avec im potenliel : die a done tk‘s 
•ddiv^es secondes, puisqne nous avons suppos6 quo f a dcs deii- 
vees premieres ; la fonclion Ka est coniparal)l(3 avee log r ; de soite 
que nous n*avons Si nous occuper quo du dernier terinc. U s agit 
done de voir par exemple que riat6gralc 


^{ln)dUn 

-a des d6riv6es premieres ; mais die s'6crit 


(84) 



d^dn , 


et cette int^grale a des d6riv(5es qui reslenl finies siir le bord. 

II faut maintenant examiner les dirivees secondes. II est evident 
que 





a des ddivtes secondes, puisque V (^, yj) a dcs d6riv4e8 })remi^4'eH. 
L’expression (84) a des d<5rivees secondes pourvu quo ail di‘S 
'd6riv6es secondes. 

Done rexistence des ddriv4es est dtablie. 

Nous pouvons dire que notre problemc a en (idiidralnm solution 
unique. Mais il y a certains cas ou il existe unc solution du pro 
hlhme quand nous faisons / 6gal k zero : pour ces cas, — r/eHt»i\~ 
■dire pour ces monies fonctions a, 6, c — , d’apris la thdorle do 
Fredholm (n*" 21, p. 66), le problime ou f n'est pas identique 
ment nulle n’a pas de solution (Ji moins que (x, y) fut prcici ■ 
;s6ment nul). 



No'ri-; A 


m':il\'l'l()N DKS NOV.VliX IiNKINIS 
DANS I.K CVS I>KS l.NTOiUACKS DODHl.KS (ij 


1. — Nouji .HHVons (jU(! la riSHoluliou d’uiic ^qunliou do Fredholm 

(!) -f(«) /■''^(/)K(.,/)dl=/(s) 

ti<* noymi R(k, /) ptnri se rauunun* a (vlle (Vnm^ nouvelle equalion clc' 
nojint 

K(.s\ /,) 

ou Kafx, /* <*Mt 1«‘ «t>yiui //#W utio ibi.H. 

Nous iivtiiix vu 0**14, |i. do) l*onbt triuH* j)amlle iliration pour 
una iutrgj'iili^ **iiiij»lo dniit lo ijoymi c*.hI su.wptilile do prendre des va- 
Ituirs iidiuies ilo In foritio 

H (n, i) 

') ■ ~ u /)* 

(aver a: i cjue lt»H Iiilt'graloH nuad im sens} II (a%/) rcstant 

fiiii el iiuus nvons ronitidr tprapres an noindre suHiaanl d’itera- 
tiouH ort iilitiinit tin uoyiiu cpii (uii. 

KltulifiUH nil iiiibui* point dr \uv Ir ra.H d'uin* inlrf^^rale double. Soil 

hm, // V:I‘)K{M. !*)</«, r:=/(M) 

M td I* idiiiit doiu points |n‘ii sur tun* surface et h ffvUmi eteiuluc h 
eettt* surface. 

/ • It'jij»rrs loir |mif«*W«r par M. Ilinlanianb rectioillic par M. IVtcs, 

tie rKiftilr Norioiilo Supiurit'ttrr. 



i/i^QiiATioN me KmemidLM 


II 4 


Lorsque K(M,I') (Unii'ut indni, si Von a, parexcinpl(\ 


K(M I') 




'(aver, ot * a pour ([iie la /Jail lui sens), oti parvieiulra enemas — • apres 
un nomhre siinisanl (Fiteralinns — i\ nn noyau reslant fini aiupiel la 
.ui6tho(le cle Kredholin s’applicpie. 


2. PreaouH par example a — i ; nous allous deinontrer (pn* lc» 

•noyau iU^r6 una Ibis qui pent encore augmenter ind/dhiiment pour 
M et P voisins Fun de Fautre nVst plus qua logarilhmitpHnueni 
•iuFiui. On pout sans reslreindra la gtbub*alit6 supposer cjue la surface 
est nn morceau du plan ties r, (0. 

Le noyau itib'e (*Hi alors 



(Q etant lo point da coi>rtlonuees 5, r^), Otmsiderons uu tntle ( • de 
centre de rayon [u'optn'tioimel a MP, tin rayon '4 MP par c^xtnnple 
ct conlenant P dans son interitnir. 

I)tkx)inposons Finlegral(M!oubl«* (*ii (ItMix parlies, Fune t (dative aulc 
points Q Itilh'mtrs a eclle cdiTonlerenee, Fautre relative a c.r/fViViir. 

La prenFuNre inlegrale est plus pellle tjue 



MQ . UP 


y elant la liniile siquodtaire suppttsee liniede ll(M, P). 

Quant a 

rr 

MQ.np ’ 

uii dianganieit de virialilet {>iir simiHtude luneriiuit le rayon dii 
cerde (1 i\ Funite ue la iiitidiFm pas, die resle done fune quaiid M el 
P landeiit Fun vers Ftntre ti il eii est d« mi^nie de noire |innni«*re in « 
t(^.grale. 

Dans la tleuxierne integnde» on pent reiiqdaeer QP |Hir Ml}, vm \o 
rapport de ces deux c|iinriiili^H resle eoinpris enlre el : idle litig' 


(’) En eHet, lor»f|ne M-et P scnit vaiiiins Fnn <!« Fanlrci, nn |niiit, Fi 

portion do snrfarci (iU|»pos/*e rf'guIitVe) ipii les rontioni el tine |irirli«ai tlr* plioi, 
Ataddir nn© ©orruffwabitco ttilb qii^ b rapport tk deui »!»' »iirf#ut* 

qui s© correapcmdiifU soit mitqiriii milr© deux liniiton firii©s el rn «»d 4** 

iii^tno [mur lo riqiport entrci !a disitafieo de deuv iwirili iptiffcotinum et rrlte 
iouTH homologuei. 



NOYAllX I.NFLNIS KT INTECJIULES DOUBLES 
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nieiite drs lors in<l(-lliunvciU au plus comine log MP, ainsi qii’on s’cn 
assure imiiu'diutemenl cii pnssaiil aux coordonnecs polaires de pOde M. 
(I’o.sl hicii lo resultat aunonce. 


Uac Hccondo. iteration ((jue Ton pourrail meme 6viter) nous ramc- 
nera a un noyau lini. 


3. La rirconslaiu'c prectklentc sc presenlc dans la resolution du 
|u*ol)lein(‘. de Dirichlel a Irois diiuensions par la inetliode de Frcdkolm. 
Dans le eas dt‘ deux tlinuniisionH, le rioyau 


d loe’ * . 


diiv 


avcc r r M P 


mle fini ((uand M lend vers ^^Kends vers^, y dlantla cour- 


Lure «‘tii 

Dans le eas d<‘ trois dimensions au conlrairc 


r ('OS (a,/’) 
d/if r* 


lend rinlini eotuna* 


(Tt'st 1(‘ ea.H etudie pnVedtmmumt : deux iUu'ations nous donncront 
uu noyau llni autpu'l s^appliipiera lu nuHiiode tie Fredl\olin. 

ras on K ^ et ou « :;zf i s’^tudie couuiie Ic cas out arrzi 


MP 


On partag(^ eouune prertnlennnenl FitUigrale 


• * MO OP* 


l/inle! 4 ral(* rlendue a Pinteritun* du eereh* esl infeneurecm val(*ur abso- 


lue a 


mo"* op 


<’1 rinOgrab‘ 


rljdr, 


MoMn' 


vaul * Tuis rinlegralt! analogue elmidue a la figure senxblable 

(*i MP)’**'”'"'’ 

telle <|ue ie ren te soil d«; rayon i, cetle. dernitTe inl6gralc tHant unc 
iiuantite linie fixe. 



j/|/j i/kqi’atio.n ih-: fhkihioi.m 

L’intcgralo tUendue a rextericnir (hi rorrh* r(»iii|w>rtt* miHai romuu^ 
^ (ruaiid MP (’t imr suite* h* ravcui <lu n*iTio \n'% «. 

(MPr“"’* ^ 

Si (loru^ a < r. i,uiies(*ulo it("*rftlluu nous iiurii iiiiiouo ii mi iioviiu 
liiii. Si a >• r, nous avons reaiplaco r(»x[KMitiil m jmr rinfMisaul [ilun 
pelii (puisepH^ ot a), aa — a. 

II iPest pas liieu diflicih* de voir ipPuu nomlui* (iui iritrnilioiiH nous 
amoiHU'a dans co (‘as h un uo)'iui hui, 

4. 11 chI. clair qu(‘ la imhuo lufthoch* »*ap|»li«jtii»riul modili- 

calion pour le ('as do domaiiu'H h mi iioirihn* iiuoimiHpio do diiiiou- 
sions, t()ut(\s les fois (pio h^ uoyau doxioudriiit iidiui roiiiiiio Huvorso 
(1*110(5 c{5rlaln(* puissaiua^ do la dislatua* imtro h*s dou\ p«»iiih P 
mol)il(*8 dauH un paredl domaiiH*. 

Ajouton.s c]U(5 Pint%rfd(* pin* IVtudo do liiijuidlo iitiiis voiiuns di* 
ooinm(‘n(‘(*r, savoir Piniogridc* plants 

y 

" MO. Op' 

conduit i\ mu! forinulc particulirrommil siuipli* lori(|u’«m rmmulvtv la 
diir6reuct5 do dtuix iniogridcs anidoguos, soil pur imuiiplo 






MOOiP 


)dj f/r,, 


(J. T, (‘tanl ((uijours I(*s ordotmc(*s du point Q, poudimt ipio M, P. P' 
sont trois points fixes du plmi|. Ilui* lellfi iutpgrido ri'slr liiiii' lorwpPon 
I (Hend au plan hml enittT» el la motliode t*in|ilti|i‘ii jdus liniil rn four* 
nit. dans res condititins, la vidcur exiicle. Si. on oiFrt. tut liiniti* tout 
(Pahonl Pain* (rintegnitiou h riulerionr d*iin rerrle dotornune tl tli* 
ccntr(*! M, on pourra, dhine mimioro analogue ii re ipii « Mv fait lout 
h rheure, n*mpliirer 


par 

(^0 


or tildr^ 

* MQ.QP 


ff , 

Mo.QP'* 


clendiH^ ii mi cerclc^ lioruotluHirpie H C'i par rftpjMirl a M, aver le ripiKU'l 

(Ic similitude . L inU*grala (J) (Uendua I C, pent dorir le remphi- 

cci par 1 int(^^grul(5 (4) eleiidne a la ('ouronne roiiiprise eritre Cl el 0 . 
En raisanl (‘roitri' indefmiment le ravori de cm inmve iiiiisi, pmr 



NOYAllX INFINIS KT INIKOHALFS DOUBLES 


rintofj^rale relalive a lout h\ plan, 

I . 1 MI> 

1 =: 

Hhui culotulu, il on nlsullo, pour rinldgralc 

It ff<Wh I ' -■■■: 

\MQ.QP M'Q.QF/ 

(ou M, M'. \\ P' scnU (lualre points lixo.s), 6tendue h tout Ic plan, la 
valour 

I 1 

II rrr: iJTt lo^r 

Knrm» on pourrait oporer do m^smc cn rcmplacant 

n’iinporU* (juollo fonclion honiogftnc cl dcgr6 — a dc MQ, QP, non 
susro[)lihIo do d(‘V(‘uir iullnio lo long (rune lignc, par cxcmplc, 


a.W)^ hAU)A)\^ I- o.QP-' 

on la lorino cpiadrutiquo (a oocdTioionls oonHlants) ([ui figure au deno- 

tninalour in* s’annullo jxmr auouni* valour positive du rapport , 

On pourrait ogalotnoul iVriro dos fornmles analogues dans Fespace 
h. Irois diniouHions (la fonclion hoiuogone devant alors ^tre de degr6 
:i)» etc. 



NOTE B 


I>ROPlllI<:TfiS DU lA RlilSOLVANTl? DE I, ’EQUATION 
DE FREDUOF.M 


Nous aliens donner ici unc Atude un peu plus approfondic des pro- 
pri^t6s do r<5cjuation do Fredholm 

(I). 

dans Ic cas d’un noyau K quelconquc. On troiivcra in t6rM ?i comparer 
les resultats obtenus avec coux du cas symclriquc (p. Hi-io'i), cprils 
gca6ralisont cu partie. Nous nous boi'iicrons ddvcloppcr los hUm 
essentielles sans nous occuper do dormer Ics domonslralions rigourouses. 
pour lesquolles’ nous ronvoyons lo locteur aux m^nioiros citds (‘)* 

1. Les noyaux orthogonaux. — On nppello ainsi deux noyanx 
Kj (s, i), Kjj ( 5 , /) qui satisronfc aux deux relations 

(a) KjT,l)K,(.s-.x)dT r.-.o. 

(3) K,(s.x)K,(t.Odtr-.o. 

Nous allons drunontrer Ics deux propositions suivanlcs : 

Si nous Scrivons 

( 4 ) K(s,l) = K,{sJ)^K,(8j). 


(^) H.-B. IIeywood. — Comptes Rendas, aS novembro 1907 ; Thhe^ 190H ; 
Journal de Malhimatiqaes^ octobro 1908. 

E. Gouusat. — Comptes Rendus, octobro et novombr© 1907 ; Annales dt h 
Fac. d. Sc. de Toulouse^ 1. X, 1908. 

M. GounsAT d^montre cos r^sultats par un noyau int%ral borni. 




PHOPlUHTlls IllCSOhVANTKS hK i/kQUATION DR FREDHOLM 1/1.7 

K , (s, 1) vt Iv^ (.s*, 1) (Hant arlihujonnux, nonii anrons 

(5) ( i‘’i K (,s*. L X) ■ Iv, (s, t, X) + K, (i>\ U X), 

{(>) 1>(X) 1>,(X) X 1),(X), 

ou noiiH av(»ns atloplr la iiolalion hahlUK'llo, 

Vowv drinonliaa' 1 (^ |)r(‘iuii‘r rrsnllal, souvonoas-nous cjiic nous avons 
(lornnih' p. ;') 7 ') l(‘s di'ux n*lat.ions 

(7) 1 '^ I ^ K, (.S-, I) - - X /_ K, (.S-, t) Kj (t, i, l)di, 

(H) X Iv, (t, (.s‘, T, X) (h, 

ct loH !n<'^mc‘s ('apialions ava^r Tindin' a (7, )- («.). 

Nous luulliplinus I (‘(puitinn ( 8 ) par K^(/, /') cl nous inlcgrons par 
rapport a t : il \ivui, vn l(*nant (‘oniplc dc (a) 

. */» 

(p) K,(n,/. A) K,|f, //)d/ r. 0. 

l)c unhn<‘ 

10 j I '^ ) j ■ '■ 

d(‘ sortt* tpH‘ K, (s, (. / ). Ky(,s*, t) sonl orlho^onaux. 

Parcillcmciit Iv,‘n. /), soul orlhoj^onaux . 

Ajout«niH 1 <'H r(ptali<nis 17) cl ^71) : nous aurons 

K|I.s./.a) 1 K,(.V././ 1 Km,!) >• |K,(.s-,T)K,(t,/,).) \ K^{s,T)K^{T,t,iy.(k, 

> //’ R,i.s^) I K,(,v.x)llK,(tJ,X)4 K,(-c,^X)J<Jt, 

X f''Kk.-]\K,(-e,tj.)+K^{r.l,X)\<k. 

* ' *1 

U »•» n'-Millc ijiif lii roiirtiiiii | K, (•'>■./. 0 > : ost ckHcnninoe 

par Irs iNpialiftMH loiic'liouiu'lli’s (/| 6 , [). •> 7 )^ la rrsolvanlc 

K (>■. I, X), I'l pdisipic Iciii- Mtlnliim i'hI uiiicpir ( 11 “ 5, p. /i l), uousavoiis 
I'r^alili^ (f)). 

i'otir lii'iiiniilicr lii CJ")- «<"** scrvons de la for- 

mulo (rxi'"') ilu It" 17 (p. (»V) 

hi) ‘I^ l..gl)(> } K{.'i, it, >)f/K, 

| ''[K^is,s,l) Kjfs, s. X)](ls, 

fll i>"K 4- log I)a(>.)|. 

X D.wn, 
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c’est-h-dire 


|/kq(IATION I)K KUK!UHU.\I 


l){l) ^r i] X l),(M X !>,(>•). 

Pour achovo.r, il lanl (16inonlrer cpio la 1‘unilr. 

11 sul’IU (Ic lairc X - ■ o 

l)(o)‘ I !),((>) V l>,(iM. 

Doric nous avons rcgallle {(\) (u'‘). 

2. - Do la (leniiarc propo.Hition il rrH\ill<‘ (jm* si c‘sl mir roo- 

slanlc caractaristique (la K, {«» t) on (l(^ /), c‘lla M*ni miHHi um^vmiH- 

lanle c',aract(^r*isti(jU(‘. de Ola posa, irons allniiK daiuontrar In 

proposition suivanle : 

Les solutions de 

(la) o,(.s-) — X, / X,(s./ <> 

et les solutions de 

(1 3 ) u,()i) o 

sonl aassi des solutions de 

(14) X, K («, <K 

Les sidulions de (t/i) sonl des fonctions Unettires des Sidtilians de (it) et 
de (lu). 

On tPoul)li(n*a pas qn(‘ la solution de (la) <m tir (id) doit so mhiiin! 
(n'* 21 , p. GO) a /iro si X, n’est pas conslanto rnriuiiuistiquo <li* kj on 
de Kj,, 

Nous niuUiplioiis (iti) par k^[r,s) el nous intt'grons : 

o. 

Done 

= cp, (0 - - t) <f, (l)<u ~ x._ I'’' k,(*, 1) .j,, ,t),U o. 

11 en r6suUe qiu^ cp, (s) est une solution de (i4). De ini^fiie o (,s) esi 
aussi line solution de (i/i). 

H^ciproqiieinent, soit ^(i) une mdulion (jueIcon(|ue de (i/|). 

Posons 

(15) \ *»*,(«) 

I ffl r- ' 4 k ( m \ «t> 
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Je vuLH (lernontrer que {$), <T»jj(.9) sont dcs solutions de (12) ct do 
(i 3 ) rospoctivenunil. Dos (‘(juations (i/|) ci (if)) on tire 

(l(i) 'I>a •■'•) ' Ka(s. 

(rou il roHulte 

_ / ’'k . (s. t) .1., (/) dt 1 _ / ‘'k . Cs 0 K, {I, t) r/i] <? (t) </l - 0. 
et d'ajnvs (in), 

■I-. (. . -■ U. /) -I-, X,_/\,(.S, <) -I-. (Otii = 0, 

c’ent-h-dira qua <fq (k) asl una solution da (12). Do en nous ser- 
vant tie (i/iU nous pouvons (U'nnoulrar (jue solution 

(Ia(i 3 ). 


3. Fartld d’un noyau relative k une oonstante caract^ristique. ■— 
La rt\sr>lvanla > )du noviui K (s. /), dans la voisiuagc du point 

A Xj, ou X, asi unt* (•onHlant(* aaraatariHlicpia, pinit s’acrire coiuinc 
an u' 21, p. r»(i, sous la iorina 

9, l(!«,0 

:>•, M’ {>■, 


('7) 






on % L >) ast ttna runctiou aontimia da X. 

Nous iqipcdons ^ (s, L X) lit jHirllt* da la rrso/afUi/r re*/f(/n*a (i Ici cons 
tnnk mrneim$tuiuf ; [MUir X o, nous avons 


Bciii 


on 


K(.f.n /.(*. <,t>) t- fol*- '•'>)• 


(**• ^) " ?o 0* 


/.(x.o 


X, Vr' ' 


9, (jf. 

X 


Noil* / (*i 0 dll iioyiiii K. (n, i) mlalive d X, . 

Nous iiIhmMl.-uHmlriT que le» tloux fonclions /.(s.O- ?o (•''■') 

„rlhiu,MndtH. Do plus, si X,. X, X„. ... sont l«s conslantes caractdns- 

tiqiw'sdu novau K(s,0. a clincun do cos nomhres correspond uno 

par lie 

i\ 




rf.in) im A 


i/kqIIATIO.N I)K FIlEimciLM 


.i5o 

Ces parlies son! (aihtKjonales entre riles, Si la serio 

11 (.S\ /) :■ I {S, /) -I'* ... i ■ [H, 1} I ... 

cst nnilbrmrinoEl convergnitc^, nous iraurrms pus «‘u grurnil 

K(s./) II (?{,/). 

f]n posaut 

l\(.v, /) II sj) I 

nous appellorons (s. i!) In parlio n^lnlivt' ii rinflui : elh rst ImrUui^ 
gonnle a tontes les (utlres parlies. 

Nous u’cnirerouH pas daus les tltHnils, ipi’cui inmxrm dans les me- 
moires cit('‘.s, (I«‘ In dnuouHtraliou tie trs prt^pi iett**. Nous nous home- 
rons aux ideas priut’i[mlas. 

II uous sera ulile (relaldir tPalionl tpieltpies rtdniious eiitre Itis four- 
lions cpif.s', /), «fy(s, /).... 

Uapjmlous dans ce but la fonuulo (i i) : 

(*0 k(s,s, a)i/s — 

Si Xj rsl uu y/n’o dt^ ^iX) tl\)rdn‘p. imus aurous 

(>, ^ 

ou 

K(>,) pf o. 

Done 

L expression [log L(X)| rrsto Unit) torsi 1 1 n* X tioul vers/.,, rt noits 
tirons do (r i) l'(k(iiation 

(>«) lii«(X, --X) ^ n. 

De (17) et (t 8) il r^swlte qua 

<?r(«.»)d» ™ 0 , f^ fr. t{»,»)d$ =ss O. 

tp, (*.*)ds~ /<• 



II, 



PUm'UIliTKS lU'SOl.V.VNTKS I>E i/eQIUTIOS III? I'UEUIIOEM 


lOi 

Ut'pn'uons il'anln' pari, los wpial'ajns (40) du u" 11, p. Sy, sous la 
IbriiH! suivaiilc : 

! I\.(s./) I K(.S-, «,X) 

I I K (s,x).lv(-:,;, X )(/t 

[ ' ' ^ l\ i, (’• ' ^1, /„ (s> (■'i 0‘^'- 

Nous siihstiluuns (M»sui!(» rrxprossion dc K (.s', /, X) iirec clc (17) dans 
los (M|uafions uo* cl nouM c^^alun.s non plus S(‘ulciucul les coed’licicnls 
<!(' {> , > ) N mai.H rein dc (>.j A) (Aj X) N ..., (X^ f 

dans Ics Iruis mciuhn^s, (Icri nous dunn<‘ r.ummc. a la page C(), 


('•“) 

N.f) 


ly 

s 'Xj 

./„ ><(T:,().p,.(s,T)dT:'.r-o. 


\ V. . 

«N„ /) 

■ 0 

j '<• 

l\(s,-.'l'i, l(t, 0'^" 


( ■ 

) 

V' 1 

•s i 

A 






^ ( 




\ M ■' 

. / 

■) Vi(^ 'I'/' -■ : 


cl 

/ 

?! •" 

f 


k •J 


1 

J.f) 

/. / ' 

K(.s- 

,t) 


\ 

i 

•Jj 


K -,tj >„{.■.•. T, X)dt 



1 


■ ■ K .< 

,/ 1^ kn, / 'i, (s.-r .i 

:h. (') 

( hi transfi 

U'iUC 

i'CS r» 

|ualiiuiH pmir Icur duniier Ics fonucs suivantos 

(a:.) 

•? 

k{H, 


•/. 

h#l: 1 k[zJ) .s’l 

r.xh. ■ 


>h 

\ /, 

k\/,' 

■)r. , 

. •/* 

K i*:,/)©,- } 


{'i(V) 

/ 



f» • 1 ^ 1 

r./.0, 


, 


» . 

0 


'1 

Oil I»t*ut iU- 

rirc %itii jilcmciil fcs fcrauilfis €ii rempla^'^iit los preait 0 r.s 

UCMlll 

par 


< . 

' ^ 1 

, S all aiovcn do 

fii 

la nolalioii iatroduitc an 


l / ri^UATJON HE FIIEDH«»I M 


I‘''K (x, t) o,(t. 0 <lr - 'K (t, /) 'f, (s. ,h 


/, ' - * V 


/.(•'<. 0 - 




K {*.<) H «?,(*.<.>•) 


A . A 


o ^( s , t , Xj (* 


On nmlliplio ensuito Pi‘(|ualit>n 




pav u) ct on rinifgro par rup|mrl k i. Km sii ^arvcmt tlr ^jTii on it, 
aprfcs un 16 gor cbangcnu'nt de nolntiMn, 


(29) 7„ ''K.(s.t, >)-?,. (t, ()<h - //’k^t. ■ ;■ *■'] 


Kt do la m6iuo luanioro. on olilionl Ion aulm i^juatiDnii 


I K rj.l) ,(,.1 th 


.(*.0 , . 


„ X — 


K (», T, X) ^,(t. () dt r -T K{t,/, X}^, («, t)d! 


X. 'X '■ (X, X)* 


%,(*■ I 
(>, ')’ 


' -- Xix . t . l ). 

On 90 sort do nouveau do roqualion ( 17 ) itour w'jwror dans k‘» iV| na- 


tions (ay), (3o), (3i) loH coofl'icionlsdtK * 


los owjnuiinn ,?! lu ? \ * n *4 ‘ \ ' * 

A j ■" A I A j A I * ) A I » - M ^ I 

et Pou obticnt ainai uno »4rie d’lkiuftiiorisaui b-c r^Bijiiifrilintii In frinni' 
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suivarilo : 

i 

I ■,/« ?»("'•■') ?m(^. <)<^^ = 0, 

I ^ 9/m I ;j 

si //I -h /t r 4" I, 

pour iouto valcur <lo /» i: o. 

NtHiH HomiuaH inaintenaul rn mestirr (h* proiivcr les proprictcs. 

rnonrer.H. 


4. \ riiitli' do (33) on pout doinonlrer (pio les deux parlies dc 

K (i?, t) r-:z y {ii, t\ 4- /) 

out orihogtmides. On t\, pour loule valeur r6gidiere de X, jj., 

»h . •/. 

l34i /U* 1) 4("'^ ^ ■ /„ •* I^) Z('’ 


ll .HttOit |Hnir le voir do reinplacer / A) dans (‘clle expressioir 
par nc»n dovtdopponH*nt 


/ 




■ I ' , -”h 


fi 

X I — A 


ei do toiiir ooinpto do 33i„ 

Kn fidsiifil I I* o tliuis (3/i), on voil bien quo / {S^ 1), 1) sont 

oitlu»gt»nidos. D'auh'o jmrl on y renq)lfu;ant X par o, p par X» nous 
avons, <rn[iroH ('iH), 


I ~ 'I 1 • -A /'fi. (*•"') 

‘ ■), 

ot, trapro’i ot ( t -) 

, /O.n -t /(s.i.x) X / 

3<i) ' • 

I ■- I l^ 'y[x.t)y_{s.x,l)(h. 


On jtPut (iimc iHiv f|tte fonclii)n* el x(*’0 soiit orllio- 

goiutl**^ i?! onl r«‘'jM'flivi*iat'iil j)Our n'solvaiiles les fonclions 05(s,l, X).. 
/(».<■> I, U f>n rtmilli' <iue nous |»uvons H|)pli<|ncr les considdrations- 

do lYiriiiatioii int^ffralc 


L K<lin\TU>N l»E FiiKlIlKlEM 


lioaiogoiio (j/|)* nim pimiums romnli’fYr /i pnri ht parlif / (», t) tiu 
noyau K (s, t) re tat It y a , 

Lo clFieniuiiiuil K(a) tl«‘ pur lii fuiintilf (i i) qui dt*- 

vicai ici 

la stH'ondcj pn)v<*naui do mj . 

Par roiisrcjueut, 

Vi i A) : (A - A, |A :v: filllil. 


K(o) ■ ^ I. 


t’ .'.l'- 


i?vA If fmUem' du dtHmnimiHi I>;A| il$* rfhiUI <i In imvhe 

XKO* 

On p(nii (IriiioiUrrr riifm rpii* !«*» piirlirs ili* rinuitt rf»litlivr?i it tUmx 
■conslcuilrs raracl^rklicpirs sniil ciriliogtaiiili*#. 

Soienl, rn elTrt. /j(ieJ), /.jf-tJ) Im piirltrt tlti itnyiMi R ?*.l rrliilivm 
a .HcdcMit t, ^-h Ifs jijirlir% ili* la 

rrHoIvaiite. On [khiI j)(»w*r 

■el, on applicpiant len idriuiiltH mt PiJfi ii pariiitilr |i et a ■ jititir 

p (). 

,4 /,n'-RO t •K.O''Ra| #li 

1*1, 

!ai IbucUon resit! fuiie Ifimpte I t*itji|irc-iriie tie . ditue, 

en St! souveiiant tie la Ictrnie cle Xi(i. I, eii Piiitnaliiimutil ilnti^ I rga 

lile pmc^detiie et nntudiuit l«*s teniies eii , * . * , il 

A A, |A .... 

rcstera 

,/„ /.I '• A (/' A /.I .^.0/3 *»• 

Paisatit X o, 'On aura larifin. 

(35) O'tt t)»/: It. 

Nous ftyons (tone tU^monlrt- quo /.i (», (), /i(s. /) sunt orUn*RttiuiIe«. 
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5. Fonotlons princlpales. — Envisagcons maintcnant la foiic- 
liori 9 ,. /). I/ujuation ( 21 ) indiquc (|ii’cllc cst line solution do cha- 

curu* ties (‘(jualions a.HsoriiH*H dc Fredholm sans second membre pour 
X X|. (adles-ei (uit le iiu^mc nombre q dc solutions lin6airemcnt 
itide(H‘n(lant(^s. Done, considerec connne unc Ibnction dc s, 9 ,. 
lasomnie de 9 loneliouH ruu'‘air(nncnt irKWpendantes an plus, les coefll- 
eiimts elant e(*rtain(*H lonctions dc L Dc ini^mc, considerec comme 
uiK* ((meliofi de, /, est la somme de (j Ibnctions ind6pendantes 

an plus. Nous pouvons eerire 9 ,. sous la lormo 

V 

A. I 

I)’aprrs l’ec|ualion iui) on voil ([U(‘ 9,, csl unc solution de 

chaeune ile deux equalions associiVs de Fredholm, avee second mcm- 
hn*, [i(»ur A Aj. Les condi lions pour rexislencc des solutions sont 
iiecc’HHiiiri'mtud reinpHes, irapres La forme dcs liquations (aa) 
ilemontre que y,. i (s'. () esl au.ssi la somme d’un noinhrc llni de pro- 
<lnils ; 

li m 

A I 

\oiiM (‘\nmitums d(‘ proelu* en [iroehe loules les fonctions i), 

ft !(•’»’. nous trouvons enfm quo 91 (a*, T] esl aussi la 

.Hoinine dhin iiomhre hut di! proiluita : 

k •« 

(3h| Vils. (} -11 9/, (.%') 

k ::l 

Snhiliiuous e4dh5 exprimiion dans unc des 6qiiationa (3a) ; 

I ’n (y. *) 9i(t, /)dr ; - 9 j (s, 1), 

II eu resnlte 

A T* ' * 

Dll pent s'arranger [tour ipio les lonclions 9i 9«(^) 
liiieatriiiurut iitiMpetiiliiiliis, el (|UO les fonctions 
suieiit liiisiii iudiqieritliitttes. Diuisces conditions, tigalons las coefficients 
fM* ’D(f) *^^*"^*^ mainbm. Ceci nous donne des relations 
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i/kqI’ATION l)l«: I'lUUHMM-M 


D’ou, cn integrant rc^xpres.sion (56 junir / 


/ '' 

/ 9i ‘Z*'*’ 


n. 


Happelons une don (Jqualion.H 
-A 


ou p esl Ic (lagre du z^ro Xj dt* 1) Xj. 

Nous obtouons n =; />» 

I* 

( 3 «) ^va»)-^ 4 o. 

t 

Nous appcllorons los 2 p fonrliouH 


P'j) 


S 'fi (■'*). ••<) Vt'C* • 

^ '}'i(A. ■>. <) 


fonclions priiwipnla relalives n X,. 

bi uu z6ro dc dagro p d<^ I) A) rtaiHiilrri* vi%mun* p /rrt»?i di?iliat’tH, 
on pout dire (\\\*wie pnire de fondioM primHptdtM (‘urtriptmtl a i lutipir 
zkodel)(k). 

Les fonctious prineipaleH relntiven i\ X, aux equiitions 

(37). Elies constituent dtnic mi nyddiw hmiikntjrmni. 

Si maintenant, on knit rune dei wpiniinns 



on voit (|uo ©a est solution *1*11110 iM|nii lion integrideou le mn'iiu ©4 
esl do la Ibriuo ( 38 ) otudit% an ir 6, »i*», p, /|.*|, |)*(ib ron tlbdnil cpie 
ost do la lornie 

» 'W, <0 

on les ail, sent ccrlttines cotislimtes. ( )ti wmi df im'iiie ijtte 

©4 f I, l)i* • • ©r (*» i) 

sont d line forme analogue. Dans un tniviiil rmnit (*), M, l#iiles<*o a 
a nionlr6 coimnont on eirecltianl une suhstitnlimi hiurthogiinftla eon- 
venable sur (dq), on pent rWuire la nWolvintisi^ ime forme eanoiiiqne. 




PUOPUIKTKS Ulisor.VANTKS DK j/kQUATION WE FUEUIIOLM l5j 

11 y a lien (le no pasconlbndre Icsystcmcclcs foiictionsprincipales (3g), 
nvec celui des Ibticlions Ibndamcntalcs d6rinies selon M. Schmidt an 
n"43, p. 10 1 ; non plus qu’avec Ic syslenic des 2 ^/ solutions clcs equations 
int(%raleH hoitjof^^enes associecs. Toulolbis, on demontre facilcinent que 
<'(\s (l('rni(‘r(\s Ibnclions sont des coinbinaisons lin6aircs des 2 p Ibnctions 
()rincipales (on a vu au n^‘ 25, p, 75, quc q ^ p). Dans Ic cas oii Ic 
[)(Me est simple (/’ 1 ) on (Uhnontrc iiK^mc quc ces deux systemes de 

Ibnclions ( ouicident. O- lalsultat cst, cn lout cas, (Widcnt pour nous 
<|ua*Hl le noyati est symelri([uc. 
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